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Per�lhyhSth doulei� pou akolouje� asqoloÔmaste me epikoinwniak� zht mata pou anakÔptoun se kinht�d�ktua ta opo�a qrhsimopoioÔn Teqnolog�a PolÔplexh Suqnìthta (Frequeny Division Multi-plexing (FDM)). Se tètoia d�ktua, pollo� qr ste pou br�skontai sthn �dia gewgrafik  perioq mporoÔn na epikoinwn soun tautìqrona me �llou qr ste tou diktÔou qrhsimopoi¸nta diakritèsuqnìthte. Epeid  to f�sma twn diajèsimwn suqnot twn e�nai periorismèno, èqei meg�lh shmas�ah eÔresh apodotik¸n lÔsewn tìso gia to prìblhma an�jesh suqnot twn (Frequeny AlloationProblem) ìso kai gia to prìblhma elègqou kl sewn (Call Control Problem).Sta pla�sia tou probl mato an�jesh suqnot twn, dedomènwn qrhst¸n pou epijumoÔn naepikoinwn soun, stìqo e�nai h elaqistopo�hsh tou apaitoÔmenou f�smato suqnot twn me tètoiontrìpo ¸ste na mpore� na apokatastaje� h epikoinwn�a metaxÔ twn qrhst¸n qwr� parembolès mato (signal interferene). Sta pla�sia tou probl mato elègqou kl sewn, dedomènwn touf�smato twn diajèsimwn suqnot twn kai twn qrhst¸n pou epijumoÔn na epikoinwn soun, stìqoe�nai h megistopo�hsh tou arijmoÔ twn qrhst¸n pou epikoinwnoÔn. JewroÔme kuyelikè, ep�pedekai auja�rete diktuakè topolog�e kai meletoÔme thn on{line ekdoq  kai twn dÔo problhm�twnme qr sh th mejìdou sugkritik  an�lush (ompetitive analysis).Prokeimènou gia to prìblhma th an�jesh suqnot twn se kuyelik� d�ktua, belti¸noume tonkalÔtero gnwstì sugkritikì lìgo apìdosh (ompetitive ratio) pou e�nai toul�qisto 3 kai epi-tugq�netai apì ton algìrijmo Fixed Alloation (Fixed Alloation algorithm). Qrhsimopoi¸ntasugkritik  an�lush gia ton �plhsto algìrijmo (greedy algorithm), apodeiknÔoume ìti o sugkri-tikì lìgo apìdos  tou e�nai toul�qisto 2:429 kai to polÔ 2:5. Prokeimènou gia to prìblhmaelègqou kl sewn se kuyelik� d�ktua, parousi�zetai o pr¸to pijanotikì algìrijmo pou d�neikalÔtero sugkritikì lìgo apìdosh apì ton ant�stoiqo nteterministikì. Sugkekrimèna, o pija-notikì algìrijmo pou parousi�zetai èqei sugkritikì lìgo apìdosh 2:914, dhlad  mikrìteroapì to k�tw fr�gma gia nteterministikoÔ algor�jmou. Shmei¸netai ìti h an�lus  ma mpore�na epektaje� kai se auja�reta d�ktua. Epiplèon, qrhsimopoi¸nta thn Arq  Minimax tou Yao(Yao's Minimax Priniple) apodeiknÔontai dÔo k�tw fr�gmata, 1:857 kai 2:086 gia to sugkritikìlìgo apìdosh pijanotik¸n algor�jmwn elègqou kl sewn, gia kuyelik� kai gia auja�reta ep�pedad�ktua, ant�stoiqa. i
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Kef�laio 1Eisagwg 1.1 Kuyelik� d�ktuaSthn ereunhtik  perioq  twn kinht¸n epikoinwni¸n (mobile ommuniations) kai sundu�zeiasÔrmate kai uyhl¸n taqut twn diktuakè teqnolog�e èqei pragmatopoihje� ta teleuta�a qrì-nia almat¸dh prìodo. Anamènetai ìti sto proseqè mèllon oi qr ste kinht¸n upologistik¸nmon�dwn ja èqoun th dunatìthta prìsbash se èna meg�lo eÔro uphresi¸n pou ja e�nai diajè-sime p�nw apì d�ktua epikoinwn�a.Sta pla�sia mia arqitektonik  prosèggish, èna kuyelikì d�ktuo qt�zetai se mia gewgrafik perioq  qwrismènh se mikrìtera tm mata, kajèna apì ta opo�a apotele� thn perioq  embèleia(alling area) enì stajmoÔ b�sh (base station). Oi stajmo� b�sh diasundèontai mèsw diktÔouuyhl  taqÔthta h topolog�a tou opo�ou de ma apasqole� sth doulei� pou parousi�zoume sthsunèqeia.H perioq  embèleia enì stajmoÔ b�sh kale�tai kuyèlh (ell). K�je stajmì b�sh mpore� naexuphrete� kl sei (alls) pou parousi�zontai sthn kuyèlh tou, anajètwnta se autè diakritèsuqnìthte ètsi ¸ste na apofeÔgontai oi radioparembolè. Oi radioparembolè emfan�zontaiìtan se dÔo kl sei th �dia   geitonik¸n kuyel¸n anateje� h �dia suqnìthta. Sta kuyelik�d�ktua èna periorismèno f�sma suqnot twn e�nai diajèsimo gia thn exuphrèthsh twn kl sewn kaih apodotik  diaqe�rish tou diajèsimou eÔrou z¸nh (bandwidth) pa�zei kajoristikì rìlo gia thnomal  leitourg�a tou diktÔou.'Otan dÔo qr ste kinht¸n upologistik¸n mon�dwn A kai B epijumoÔn na epikoinwn sounmetaxÔ tou, apara�thth pro�pìjesh e�nai h apokat�stash enì monopatioÔ metaxÔ twn stajm¸nb�sh twn kuyel¸n sti opo�e br�skontai oi qr ste A kai B. Sth sunèqeia, h epikoinwn�apragmatopoie�tai se tr�a b mata:a. asÔrmath epikoinwn�a metaxÔ tou qr sth A kai tou stajmoÔ b�sh th perioq  sthn opo�abr�sketai o A,b. epikoinwn�a metaxÔ twn stajm¸n b�sh twn perioq¸n pou br�skontai oi A kai B, kai1



2 KEF�ALAIO 1. EISAGWG�Hg. asÔrmath epikoinwn�a metaxÔ tou B kai tou stajmoÔ b�sh tou.Epomènw, prokeimènou na pragmatopoihje� met�dosh enì mhnÔmato apì ton A sto B e�naianagka�a h summetoq  toul�qisto enì stajmoÔ b�sh akìma kai sthn per�ptwsh pou kai oi dÔoqr ste br�skontai sthn �dia kuyèlh.H tautìqronh epikoinwn�a poll¸n qrhst¸n se èna d�ktuo epitugq�netai mèsw th teqnik polÔplexh suqnot twn (FDM). O stajmì b�sh e�nai upeÔjuno gia thn an�jesh diakrit¸nsuqnot twn apì èna diajèsimo f�sma me tètoion trìpo ¸ste na mh dhmiourgoÔntai radioparembolèsthn �dia kuyèlh   metaxÔ geitonik¸n kuyel¸n.Jewr¸nta ìti:a. oi stajmo� b�sh e�nai omoiìmorfa katanemhmènoi sto d�ktuo, kaib. h perioq  embèleia k�je stajmoÔ b�sh e�nai èna kÔklo, ton opo�o gia lìgou aplìthtajewroÔme kanonikì ex�gwno,h diktuak  topolog�a pou uiojete�tai sun jw sth melèth an�logwn problhm�twn e�nai èna pepe-rasmèno uposÔnolo tou trigwnikoÔ plègmato (bl. sq. 1.1).Se k�je kuyelikì d�ktuo antistoiqe� èna gr�fo radioparembol  (interferene graph), oikorufè tou opo�ou antistoiqoÔn se kuyèle en¸ up�rqei sto gr�fo akm  (u; v) metaxÔ dÔokoruf¸n u kai v an kai mìnon an oi kuyèle pou antistoiqoÔn sti korufè autè e�nai geitonikè.Gia lìgou gewmetr�a, èna tètoio gr�fo kale�tai exagwnikì (hexagon graph).

Sq ma 1.1: 'Ena kuyelikì d�ktuo kai o ant�stoiqo (exagwnikì) gr�fo parembol .Sth sunèqeia, qrhsimopoioÔme ton ìro ��kuyelik��� prokeimènou gia d�ktua me exagwnikoÔgr�fou radioparembol , ìpw autì pou parousi�zetai sto sq ma 1.1. Sthn per�ptwsh pou oistajmo� b�sh den e�nai omoiìmorfa katanemhmènoi sto d�ktuo, uiojetoÔntai auja�rete diktua-kè topolog�e gia to gr�fo radioparembol . 'Etsi, qrhsimopoioÔme tou ìrou ��ep�peda�� kai��auja�reta�� prokeimènou gia d�ktua me ep�pedou kai auja�retou gr�fou radioparembol , an-t�stoiqa.



1.2. PROBL�HMATA EPIKOINWN�IAS 31.2 Probl mata epikoinwn�aDÔo e�nai ta basikìtera epikoinwniak� probl mata pou anakÔptoun se kuyelik� d�ktua:� To prìblhma an�jesh suqnot twn (frequeny alloation) pou afor� sth dèsmeush miadiakrit  suqnìthta gia k�je qr sth tou diktÔou ètsi ¸ste na mhn up�rqoun radioparem-bolè kai na elaqistopoie�tai o sunolikì arijmì twn qrhsimopoioÔmenwn suqnot twn.� To prìblhma elègqou kl sewn(all ontrol) se èna d�ktuo pou uposthr�zei èna f�sma wdiajèsimwn suqnot twn pou afor� sthn an�jesh suqnot twn stou qr ste tou diktÔouètsi ¸ste na megistopoie�tai o arijmì twn qrhst¸n pou exuphretoÔntai, qwr� na up�rqounradioparembolè.Upojètoume ìti oi kl sei pou antistoiqoÔn se qr ste pou epijumoÔn na epikoinwn sounemfan�zontai sti kuyèle tou diktÔou on{line kai ìtan emfan�zetai mia kl sh, èna on{line algì-rijmo an�jesh suqnot twn thn apodèqetai anajètont� th mia suqnìthta, en¸ èna algìrijmoelègqou kl sewn apofas�zei e�te na thn apodeqte� (anajètont� th mia suqnìthta) e�te na thnaporr�yei. Apì th stigm  p�ntw pou mia kl sh g�nei apodekt , de up�rqei dunatìthta apìrri-y  th sto mèllon (preemption) oÔte dunatìthta allag  th suqnìthta pou th anatèjhke.Upojètoume ìti oi kl sei èqoun �peirh di�rkeia. H upìjesh aut  e�nai isodÔnamh me th je¸rhshkl sewn �dia di�rkeia.1.3 Sugkritik  an�lush (Competitive Analysis)H ekt�mhsh th apìdosh twn on{line algor�jmwn pou parousi�zoume gia di�fora probl ma-ta g�netai me qr sh Sugkritik  An�lush (Competitive Analysis [24℄). Sugkekrimèna, gia toprìblhma pou diapragmateuìmaste, dedomènh mia akolouj�a kl sewn pou parousi�zontai seènan on{line algìrijmo A, h apìdos  tou sugkr�netai me aut  tou bèltistou algor�jmou OPT .Prokeimènou gia algor�jmou an�jesh suqnot twn, kaloÔme CA(�) to kìsto ektèlesh touon{line algor�jmou A gia thn akolouj�a kl sewn � kai COPT (�) to kìsto ektèlesh tou bèlti-stou algor�jmou OPT gia thn �dia akolouj�a kl sewn. Me ton ìro kìsto ennooÔme ton arijmìtwn suqnot twn pou qrhsimopoie� o algìrijmo.'Estw A èna nteterministikì algìrijmo. Or�zoume to sugkritikì lìgo apìdos  tou � wex : � = max� CA(�)COPT (�) ;ìpou to mègisto lamb�netai metaxÔ ìlwn twn dunat¸n akolouji¸n kl sewn.An o A e�nai èna pijanotikì algìrijmo, o sugkritikì lìgo apìdos  tou or�zetai san:� = max� E [CA(�)℄COPT (�) ;



4 KEF�ALAIO 1. EISAGWG�Hìpou E [CA(�)℄ e�nai h mèsh tim  tou arijmoÔ twn qrhsimopoioÔmenwn suqnot twn apì ton algì-rijmo kai to mègisto lamb�netai metaxÔ ìlwn twn dunat¸n akolouji¸n kl sewn.Prokeimènou gia algor�jmou elègqou kl sewn, èstw BA(�) to kèrdo apì thn ektèleshenì on{line algor�jmou A gia thn akolouj�a kl sewn �, dhlad  gia ton arijmì kl sewn � poug�nontai apodektè apì ton algìrijmo A kai BOPT (�) to kèrdo apì thn ektèlesh tou bèltistoualgor�jmou AOPT . Sthn per�ptwsh pou o A e�nai nteterministikì, or�zoume w sugkritikì lìgoapìdos  tou � ton � = max� BOPT (�)BA(�) ;ìpou to mègisto lamb�netai metaxÔ ìlwn twn pijan¸n akolouji¸n kl sewn. Sthn per�ptwsh pouo A e�nai pijanotikì algìrijmo, or�zoume w sugkritikì lìgo apìdosh � to� = max� BOPT (�)E [BA(�)℄ ;ìpou E [BA(�)℄ e�nai h mèsh tim  tou arijmoÔ kl sewn pou g�nontai dektè apì tonA, kai to mègistolamb�netai metaxÔ ìlwn twn dunat¸n akolouji¸n kl sewn pou parousi�zontai ston algìrijmo.Sun jw, sugkr�noume thn apìdosh nteterministik¸n algor�jmwn me o�{line antip�lou (o�{line adversaries), dhlad  antip�lou pou gnwr�zoun ek twn protèrwn th sumperifor� tou nte-terministikoÔ algor�jmou. Gia pijanotikoÔ algor�jmou jewroÔme antip�lou ��qwr� mn mh��(oblivious adversaries) twn opo�wn h gn¸sh perior�zetai sthn katanom  pijanìthta twn tuqa�wnepilog¸n tou pijanotikoÔ algor�jmou.1.4 ProhgoÔmena gnwst� apotelèsmataTo prìblhma th an�jesh suqnot twn se kuyelik� d�ktua èqei tÔqei idia�terh ereunhtik prosoq . Sugkekrimèna, h statik  ekdoq  tou probl mato èqei melethje� sto [20℄ kai sto[19℄, en¸ to [12℄ diapragmateÔetai thn on{line ekdoq  tou probl mato. Oi Janssen et al. [12℄qrhsimopoioÔn sugkritik  an�lush gia thn ekt�mhsh th apìdosh arket¸n algor�jmwn an�je-sh suqnot twn kai apodeiknÔoun �nw kai k�tw fr�gmata. MetaxÔ �llwn, apodeiknÔoun ìti denup�rqei on{line nteterministikì algìrijmo an�jesh suqnot twn pou na mpore� na petÔqei sug-kritikì lìgo apìdosh kalÔtero apì 2 en¸ anafèroun ton klasikì Fixed Alloation algìrijmopou epitugq�nei sugkritikì lìgo apìdosh 3.H statik  ekdoq  tou probl mato elègqou kl sewn moi�zei me to gnwstì prìblhma aneÔ-resh tou mègistou anex�rthtou sunìlou (maximum independent set) se gr�fou. H on{lineekdoq  tou probl mato melet jhke sta [1℄, [2℄, [3℄, [17℄, [21℄ kai [4℄. Sta [1℄, [2℄ kai [17℄ me-let jhke to prìblhma elègqou kl sewn sta pla�sia optik¸n diktÔwn. Oi Pantziou et al. [21℄parousi�zoun �nw fr�gmata gia ep�peda kai auja�reta d�ktua. Efarmìzonta thn teqnik  ��Clas-sify and Randomly Selet�� pou parousi�sthke sta [2℄ kai [21℄ se kuyelik� d�ktua, prokÔptei èna



1.5. S�UNOYH THS ERGAS�IAS 5pijanotikì algìrijmo elègqou kl sewn me sugkritikì lìgo apìdosh 3. Sun jw, h sugkritik an�lush algor�jmwn elègqou kl sewn efarmìzetai se d�ktua opu uposthr�zoun mia suqnìthta.Oi Awerbuh et al. [1℄ parousi�zoun ènan aplì trìpo gia to metasqhmatismì algor�jmwn pousqedi�sthkan gia d�ktua pou uposthr�zoun m�a suqnìthta se algor�jmou gia d�ktua pou uposth-r�zoun auja�reta pollè suqnìthte, me mikr  aÔxhsh tou sugkritikoÔ lìgou apìdosh. K�twfr�gmata gia algor�jmou elègqou kl sewn se auja�reta d�ktua parousi�zontai sto [3℄. Sto[4℄ melet¸ntai algìrijmoi elègqou kl sewn se kuyelik� d�ktua kai apodeiknÔetai èna aplì k�twfr�gma gia thn apìdosh pijanotik¸n algor�jmwn elègqou kl sewn.1.5 SÔnoyh th ergas�aSe aut  thn ergas�a asqoloÔmaste me thn on{line ekdoq  twn problhm�twn an�jesh su-qnot twn kai elègqou kl sewn. Gia to prìblhma th an�jesh suqnot twn se kuyelik� d�ktuabelti¸noume to kalÔtero gnwstì �nw fr�gma pou epitugq�netai apì ton Fixed Alloation al-gìrijmo, parousi�zonta mia sqedìn austhr  sugkritik  an�lush gia ton �plhsto algìrijmoan�jesh suqnot twn (Kef�laio 2). Sugkekrimèna, apodeiknÔoume ìti o sugkritikì lìgo apì-dos  tou e�nai metaxÔ 2:429 kai 2:5. Gia to prìblhma elègqou kl sewn parousi�zoume toupr¸tou pijanotikoÔ algor�jmou me sugkritikì lìgo apìdosh kalÔtero apì to ant�stoiqo k�-tw fr�gma gia nteterministikoÔ algor�jmou (Kef�laio 3.1). Sugkekrimèna, parousi�zoume dÔopijamotikoÔ algor�jmou me sugkritikì lìgo apìdosh to polÔ 2:97 kai 2:914, ant�stoiqa. Aut�ta �nw fr�gmata isqÔoun gia d�ktua pou uposthr�zoun m�a suqnìthta all� sunhgoroÔn upèr touìti me qr sh tuqaiìthta ta gnwst� fr�gmata gia d�ktua me auja�reta pollè suqnìthte mpo-roÔn na beltiwjoÔn. H an�lus  ma èqei endiafèrouse epekt�sei se d�ktua pou uposthr�zounauja�reta pollè suqnìthte. Ep�sh, qrhsimopoi¸nta thn arq  Minimax apodeiknÔoume dÔok�tw fr�gmata, 1:857 kai 2:086 gia to sugkritikì lìgo apìdosh algor�jmwn elègqou kl sewnse kuyelik� kai ep�peda d�ktua, ant�stoiqa (Kef�laio 3.2). Oi algìrijmoi pou parousi�zoumekai gia ta dÔo probl mata e�nai aplo� kai mporoÔn eÔkola na ulopoihjoÔn me mikr  epikoinwniak epib�runsh (antallag  mhnum�twn) metaxÔ twn stajm¸n tou diktÔou.Ta apotelèsmata pou parousi�zontai se aut  thn ergas�a epiteÔqjhkan se sunergas�a me tonAnaplhrwt  Kajhght  Qr sto Kaklam�nh kai to metaptuqiakì foitht  Gi�nnh Karagi�nnh kaianakoin¸jhkan [5℄ sto sunèdrio SPAA 2000.



6 KEF�ALAIO 1. EISAGWG�H



Kef�laio 2O �plhsto algìrijmo an�jeshsuqnot twnO algìrijmo Fixed{Alloation [12℄ qrhsimopoie� to gegonì ìti o gr�fo radioparembol enì kuyelikoÔ diktÔou mpore� na qrwmatiste� me tr�a qr¸mata ta opo�a onom�zoume qr¸matab�sh. O algìrijmo qrhsimopoie� tr�a stajer� sÔnola suqnot twn, èna gia k�je qr¸ma b�sh.Mia kuyèlh pou èqei qr¸ma b�sh 1 qrhsimopoie� suqnìthte apì to pr¸to sÔnolo gia ti kl seipou emfan�zontai se aut  en¸ mia kuyèlh me qr¸ma b�sh 2   3 qrhsimopoie� suqnìthte apì todeÔtero   to tr�to sÔnolo ant�stoiqa. EÔkola apodeiknÔetai ìti o algìrijmo Fixed{Alloationqrhsimopoie� to polÔ tripl�sie suqnìthte apì autè pou ja qrhsimopoioÔse o bèltisto o�{linealgìrijmo.O �plhsto algìrijmo, pou perigr�fetai sth sunèqeia, e�nai èna nteterministikì algì-rijmo gia on{line an�jesh suqnot twn. SÔmfwna me ton �plhsto algìrijmo, oi suqnìthteantistoiqoÔn se jetikoÔ akèraiou 1; 2; :::. 'Otan ft�nei mia kainoÔria kl sh anat�jetai se aut h mikrìterh diajèsimh suqnìthta ètsi ¸ste na mhn up�rqoun parembolè me kl sei th �dia hgeitonik¸n kuyel¸n, dhlad  h suqnìthta aut  na mhn èqei anateje� se kl sei th �dia   geito-nik¸n kuyel¸n. Sth sunèqeia parousi�zoume mia sqedìn austhr  (tight) sugkritik  an�lush tou�plhstou algor�jmou.2.1 An�lush th apìdosh tou �plhstou algìrijmouSthn enìthta aut  poarousi�zoume èna �nw fr�gma gia thn apìdosh tou �plhstou algor�jmouan�jesh suqnot twn. Sugkekrimèna:Je¸rhma 1. O �plhsto algìrijmo an�jesh suqnot twn èqei sugkritikì lìgo apìdosh topolÔ 2:5 apènanti se ènan o�{line ant�palo, ìtan efarmìzetai se kuyelik� d�ktua.Apìdeixh. 'Estw � mia akolouj�a kl sewn pou parousi�zetai se èna kuyelikì d�ktuo kai èstw Do mègisto arijmì kl sewn se k�je tri�da amoiba�a geitonik¸n kuyel¸n tou diktÔou. Profan¸,7



8 KEF�ALAIO 2. O �APLHSTOS ALG�ORIJMOS AN�AJESHS SUQNOT�HTWNo D e�nai apotele� èna k�tw fr�gma gia ton arijmì twn suqnot twn pou apaitoÔntai gia miabèltisth an�jesh suqnot twn sthn akolouj�a �.JewroÔme ìti o �plhsto algìrijmo ektele�tai gia thn akolouj�a kl sewn �, kai èstw 0 hkuyèlh pou perièqei thn kl sh sthn opo�a anatèjhke h uyhlìterh suqnìthta a0. Ja apode�xoumeìti a0 � 2:5D, dhlad  ìti o �plhsto algìrijmo e�nai to polÔ 2:5�antagwnistikì se sqèsh meènan o�{line ant�palo.Sumbol�zoume me x0 ton arijmì twn kl sewn sthn kuyèlh 0. Me b�sh ton orismì tou �plhstoualgor�jmou, afoÔ h suqnìthta a0 èqei anateje� se mia kl sh th kuyèlh 0, oi suqnìthte1; :::; a0�1 ja prèpei ep�sh na èqoun anateje� se kl sei th kuyèlh 0 kaj¸ kai twn geitonik¸nth kuyel¸n. Shmei¸netai ìti o arijmì ìlwn aut¸n twn kl sewn e�nai to polÔ 3D � 2x0. Kat�sunèpeia, petuqa�noume ton akìloujo periorismì gia th x0.x0 � 3D � a02 (2.1)KaloÔme 1; 2; 3; 4; 5; 6 ti èxi kuyèle pou perib�loun thn 0, ètsi ¸ste gia thn ant�stoiqhuyhlìterh suqnìthta a1; a2; a3; a4; a5; a6 pou èqei anateje� se kl sei aut¸n twn kuyel¸n naisqÔei h akìloujh anisìthta: a0 > a1 � a2 � a3 � a4 � a5 � a6Sumbol�zoume me yi(j), gia 0 � i 6= j � 6, ton arijmì twn kl sewn sthn kuyèlh j sti opo�eèqoun anateje� uyhlìtere suqnìthte apì thn ai. Tìte e�nai profanè ìti isqÔeiyi(j) � xj ; gia 0 � i 6= j � 6:'Estw ìti h suqnìthta a1 èqei anateje� se k�poia kl sh th kuyèlh 1. Tìte e�nai a1 =a0 � y1(0). Epiplèon, to a1 e�nai èna �nw fr�gma gia ton arijmì twn kl sewn sthn 1 kai stikuyèle pou thn perib�lloun, an exairejoÔn oi y1(0) kl sei th 0 (sti opo�e èqoun anateje�uyhlìtere suqnìthte apì thn a1). Tìte e�nai:x1 � 3D � a02 (2.2)Gia th suqnìthta a2 pou èqei anateje� se k�poia kl sh th kuyèlh 2, e�nai:a2 � a0 � y2(0)� y2(1) (2.3)Diakr�noume dÔo basikè peript¸sei.PERIPTWSH I: H kuyèlh 2 e�nai geitonik  me thn 1.S' aut  thn per�ptwsh, to a2 e�nai �nw fragmèno apì ton arijmì twn kl sewn sth 2 kaisti kuyèle pou thn perib�lloun, an exairèsoume ti y2(0) kl sh th kuyèlh 0 kaj¸ kai ti



2.1. AN�ALUSH THS AP�ODOSHS TOU �APLHSTOU ALG�ORIJMOU 9y2(1) kl sei th 1 (sti opo�e èqoun anateje� uyhlìtere suqnìthte apì thn a2). O arijmìtwn kl sewn sthn 2 kai sti kuyèle pou thn perib�lloun e�nai to polÔ 2D � x2 + x0 + x1.Qrhsimopoi¸nta th sqèsh (2.3), fa�netai ìtix2 � 2D + x0 + x1 � a0 (2.4)Shmei¸netai ìti o arijmì twn kl sewn sthn 0 kai sti kuyèle pou thn perib�lloun kai, oopo�o apotele� èna �nw fr�gma gia thn a0, e�nai to polÔ 2D � x0 + x1 + x2. Qrhsimopoi¸ntati sqèsei (2.2) kai (2.4), de�qnoume ìti:a0 � 2D � x0 + x1 + x2� 4D + 2x1 � a0� 7D � 2a0) a0 � 7D3 :PERIPTWSH II: H kuyèlh 2 den e�nai geitonik  me thn 1.S' aut  thn per�ptwsh, to a2 e�nai �nw fragmèno apì ton arijmì twn kl sewn sthn 2 kai stikuyèle pou thn perib�lloun, an exairèsoume ti y2(0) kl sei th 0 (sti opo�e èqoun anateje�uyhlìtere suqnìthte apì thn a2). O arijmì twn kl sewn sthn 2 kai sti kuyèle pou thnperib�lloun e�nai to polÔ 3D � 2x2. Qrhsimopoi¸nta th sqèsh (2.3), lamb�noume:x2 � 3D � a0 + y2(1)2 (2.5)Gia th suqnìthta a3 pou èqei anateje� se k�poia kl sh th kuyèlh 3, e�nai:a3 � a0 � y3(0)� y3(1) � y3(2) (2.6)Diakr�noume t¸ra metaxÔ twn akìloujwn tri¸n peript¸sewn.PERIPTWSH II.1: H kuyèlh 3 e�nai geitonik  me thn 1 (kai endeqomènw me thn 2).Sthn per�ptwsh aut , to a3 e�nai �nw fragmèno apì ton arijmì twn kl sewn sthn 3 kaitwn kuyel¸n pou thn perib�lloun, an exairèsoume ti y3(0) kl sei th kuyèlh 0 kai ti y3(1)kl sei th 1 (sti opo�e èqoun anateje� uyhlìtere suqnìthte apì thn a3). O arijmì twnkl sewn sthn 3 kai sti geitonikè th kuyèle e�nai to polÔ 2D�x3+x0+x1. Qrhsimopoi¸ntathn (2.6), prokÔptei h akìloujh anisìthta:x3 � 2D + x0 + x1 + y3(2) � a0 (2.7)



10 KEF�ALAIO 2. O �APLHSTOS ALG�ORIJMOS AN�AJESHS SUQNOT�HTWNShmei¸netai ìti o arijmì twn kl sewn sthn 0 kai sti geitonikè th kuyèle pou e�nai �nwfragmèno apì to a0, e�nai to polÔ 2D � x0 + x1 + x3. Qrhsimopoi¸nta ti sqèsei (2.2), (2.5),(2.7), kai to gegonì ìti y3(2) � x2 kai y2(1) � x1, prokÔptei ìti:a0 � 2D � x0 + x1 + x3� 4D + 2x1 + y3(2) � a0� 4D + 2x1 + x2 � a0� 11D2 + 2x1 + y2(1)2 � 3a02� 11D2 + 5x12 � 3a02� 37D4 � 11a04 )a0 � 37D15 :PERIPTWSH II.2: H kuyèlh 3 e�nai geitonik  me thn 2 (all� ìqi me thn 1).S' aut  thn per�ptwsh, to a3 e�nai �nw fragmèno apì ton arijmì twn kl sewn sthn 3 kai stigeitonikè th kuyèle, an exairèsoume ti y3(0) kl sei th 0 kai ti y3(2) kl sei th 2 (stiopo�e èqoun anateje� uyhlìtere suqnìthte apì thn a3). O arijmì twn kl sewn sthn 3 kaisti geitonikè th kuyèle e�nai to polÔ 2D � x3 + x0 + x2. Qrhsimopoi¸nta th sqèsh (2.6),prokÔptei ìti: x3 � 2D + x0 + x2 + y3(1) � a0 (2.8)Shmei¸netai ìti o arijmì twn kl sewn sthn 0 kai sti geitonikè th kuyèle pou e�nai �nwfragmèno apì to a0, e�nai to polÔ 2D � x0 + x2 + x3. Qrhsimopoi¸nta ti sqèsei (2.2), (2.5),(2.8), kai to gegonì ìti y3(1) � x1 kai y2(1) � x1, prokÔptei h akìloujh anisìthta:a0 � 2D � x0 + x2 + x3� 4D + 2x2 + y3(1)� a0� 4D + x1 + 2x2 � a0� 7D + x1 + y2(1) � 2a0� 7D + 2x1 � 2a0� 10D � 3a0 )a0 � 5D2 :PERIPTWSH II.3: H kuyèlh 3 den e�nai geitonik  me kam�a apì ti 1 kai 2.S' aut  thn per�ptwsh, to a3 e�nai �nw fragmèno apì ton arijmì twn kl sewn sthn 3 kaisti geitonikè th kuyèle, an exairèsoume ti y3(0) kl sei sthn 0 (sti opo�e èqoun anateje�



2.1. AN�ALUSH THS AP�ODOSHS TOU �APLHSTOU ALG�ORIJMOU 11uyhlìtere suqnìthte apì thn a3). O arijmì twn kl sewn sthn 3 kai sti geitonikè thkuyèle e�nai to polÔ 3D�2x3. Qrhsimopoi¸nta th sqèsh (2.6), prokÔptei h akìloujh anisìthta:x3 � 3D � a0 + y3(1) + y3(2)2 (2.9)Gia th suqnìthta a4 pou èqei anateje� se k�poia kl sh th kuyèlh 4, e�nai:a4 � a0 � y4(0) � y4(1)� y4(2)� y4(3) (2.10)'Opw kai prohgoumènw, diakr�noume trei upopeript¸sei:PERIPTWSH II.3.a: H kuyèlh 4 e�nai geitonik  kai me th 1 kai me th 2.S' aut  thn per�ptwsh, to a4 e�nai �nw fragmèno apì ton arijmì twn kl sewn sthn 4 kaisti geitonikè th kuyèle, an exairèsoume ti y4(0) kl sei sthn 0, ti y4(1) kl sei sthn 1,kai ti y4(2) kl sei th 2 (sti opo�e èqoun anateje� uyhlìtere suqnìthte apì thn a4). Oarijmì twn kl sewn sthn 4 kai sti geitonikè th kuyèle e�nai to polÔ 2D � x4 + x0 + x1.Qrhsimopoi¸nta th sqèsh (2.10), prokÔptei h akìloujh anisìthta:x4 � 2D + x0 + x1 + y4(3) � a0 (2.11)Gia th suqnìthta a4 pou èqei anateje� se k�poia kl sh th kuyèlh 4, e�nai:a4 � a0 � y4(0) � y4(1)� y4(2)� y4(3) (2.12)Shmei¸netai ìti o arijmì twn kl sewn sti kuyèle 5 kai 6 oi opo�e e�nai geitonikè me thn3 e�nai x5; x6 � D� x0 � x3. Kat� sunèpeia, o arijmì twn kl sewn sthn 0 kai sti geitonikèth kuyèle pou e�nai �nw fragmèno apì to a0, e�nai to polÔ 2D � x0 � x3 + x1 + x2 + x4.Qrhsimopoi¸nta ti sqèsei (2.2), (2.5), (2.9), (2.11), kaj¸ kai to gegonì ìti y4(3) � x3 kaiy2(1) � x1 prokÔptei ìti: a0 � 2D � x0 � x3 + x1 + x2 + x4� 4D � x3 + 2x1 + x2 + y4(3) � a0� 11D2 + 2x1 + y2(1)2 � 3a02� 11D2 + 5x12 � 3a02� 37D4 � 11a04 )a0 � 37D15 :



12 KEF�ALAIO 2. O �APLHSTOS ALG�ORIJMOS AN�AJESHS SUQNOT�HTWNPERIPTWSH II.3.b: H kuyèlh 4 e�nai geitonik  me thn 1 kai me thn 3.Sthn per�ptwsh aut , to a4 e�nai �nw fragmèno apì ton arijmì twn kl sewn sthn 4 kai stigeitonikè th kuyèle, an exairèsoume ti y4(0) kl sei th 0, ti y4(1) kl sei th 1, kai tiy4(3) kl sei th 3 (sti opo�e èqoun anateje� uyhlìtere suqnìthte apì thn a4). O arijmìtwn kl sewn sthn 4 kai sti kuyèle pou thn perib�lloun e�nai to polÔ 2D � x4 + x0 + x1.qrhsimopoi¸nta th sqèsh (2.10), prokÔptei ìti:x4 � 2D + x0 + x1 + y4(2) � a0 (2.13)Shmei¸netai ìti o arijmì twn kl sewn sthn 0 kai sti kuyèle pou thn perib�lloun poue�nai �nw fragmèno apì to a0, e�nai to polÔ 2D � x0 + x1 + x4. Qrhsimopoi¸nta ti sqèsei(2.2), (2.5), (2.9), (2.12), kai to gegonì ìti: y4(2) � x2 kai y2(1) � x1, prokÔptei ìti:a0 � 2D � x0 + x1 + x4� 4D + 2x1 + y4(2) � a0� 4D + 2x1 + x2 � a0� 11D2 + 2x1 + y2(1)2 � 3a02� 11D2 + 5x12 � 3a02� 37D4 � 11a04 )a0 � 37D15 :PERIPTWSH II.3.g: H kuyèlh 4 e�nai geitonik  me thn 2 kai thn 3.Sthn per�ptwsh aut , to a4 e�nai �nw fragmèno apì ton arijmì twn kl sewn sth 4 kai stikuyèle pou thn perib�lloun, an exairèsoume ti y4(0) kl sei th 0, ti y4(2) kl sei th 2,kai ti y4(3) kl sei th 3 (sti opo�e èqoun anateje� uyhlìtere suqnìthte apì thn a4). Oarijmì twn kl sewn sthn 4 kai sti kuyèle pou thn perib�lloun e�nai to polÔ 2D�x4+x0+x2.Qrhsimopoi¸nta th sqèsh (2.10), prokÔptei ìti:x4 � 2D + x0 + x2 + y4(1) � a0 (2.14)Shmei¸netai ìti o arijmì twn kl sewn sthn 0 kai sti kuyèle pou thn perib�lloun poue�nai �nw fragmèno apì to a0, e�nai to polÔ 2D � x0 + x2 + x4. Qrhsimopoi¸nta ti sqèsei



2.2. K�ATW FR�AGMA GIA THN AP�ODOSH TOU �APLHSTOU ALGOR�IJMOU 13(2.2), (2.5), (2.9), (2.13), kai to gegonì ìti y4(1) � x1 kai y2(1) � x1, prokÔptei ìti:a0 � 2D � x0 + x2 + x4� 4D + 2x2 + y4(1)� a0� 4D + x1 + 2x2 � a0� � 7D + x1 + y2(1) � 2a0� 7D + 2x1 � 2a0� 10D � 3a0 )a0 � 5D2 :Se k�je per�ptwsh e�nai a0 � 2:5D. Epomènw apodeiknÔetai to je¸rhma.2.2 K�tw fr�gma gia thn apìdosh tou �plhstou algor�jmouSth sunèqeia d�noume èna k�tw fr�gma gia thn apìdosh tou �plhstou algor�jmou. Sugke-krimèna:Je¸rhma 2. O �plhsto algìrijmo èqei sugkritikì lìgo apìdosh toul�qisto 2:429 apènantise ènan o�{line ant�palo, ìtan efarmìzetai se kuyelik� d�ktua.Apìdeixh. JewroÔme èna kuyelikì d�ktuo kai mia akolouj�a kl sewn �0 pou fa�netai sto aristerìmèro tou sq mato 2.1. Sti kl sei pou emfan�zontai sto b ma 1 anat�jetai h suqnìthta 1. Sek�je èna apì ta akìlouja b mata 2 � i � 17, o �plhsto algìrijmo anajètei se ìle ti kl seipou emfan�zontai sto b ma i th suqnìthta i, afoÔ oi suqnìthte 1; 2; :::; i � 1 qrhsimopoioÔntai dh apì kl sei sthn �dia   se geitonikè kuyèle.
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Sq ma 2.1: To k�tw fr�gma sthn apìdosh tou �plhstou algor�jmou. Sto aristerì tm ma oiakèraioi antistoiqoÔn sto b ma kat� to opo�o emfan�zontai oi kl sei. Mia bèltisth an�jeshsuqnot twn parousi�zetai sto dexiì mèro.



14 KEF�ALAIO 2. O �APLHSTOS ALG�ORIJMOS AN�AJESHS SUQNOT�HTWN'Otan ekteleste� gia thn akolouj�a �0, o �plhsto algìrijmo qrhsimopoie� 17 suqnìthteen¸ mia bèltisth an�jesh suqnot twn gia th �0 me 7 suqnìthte parousi�zetai sto dexiì mèrotou sq mato 2.1. Epomènw, o sugkritikì lìgo apìdosh tou �plhstou algor�jmou e�nai:� = max� CA(�)COPT (�) � CA(�0)COPT (�0) = 177 � 2:429:



Kef�laio 3'Elegqo apodoq  kl sewnSe autì to kef�laio parousi�zoume nèa �nw kai k�tw fr�gmata gia to prìblhma elègqoukl sewn se kuyelik� d�ktua. Eidikìtera, parousi�zoume dÔo nèou pijanotikoÔ algor�jmou giakuyelik� d�ktua me sugkritikì lìgo apìdosh 2:97 kai 2:914, ant�stoiqa, en¸ qrhsimopoi¸ntathn arq  Minimax tou Yao [28℄ apodeiknÔoume dÔo nèa k�tw fr�gmata gia ep�peda kai kuyelik�d�ktua.3.1 'Anw fr�gmataSthn enìthta aut  apodeiknÔoume ìti, toul�qisto gia d�ktua pou uposthr�zoun mia suqnì-thta, h qr sh tuqaiìthta d�nei on{line algìrijmou elègqou kl sewn me sugkritikoÔ lìgouapìdosh kalÔterou apì to k�tw fr�gma gia tou ant�stoiqou nteterministikoÔ. Oi protei-nìmenoi algìrijmoi e�nai aplo� kai mporoÔn eÔkola na ulopoihjoÔn me mikrì kìsto (antallag mhnum�twn) gia thn epikoinwn�a twn stajm¸n b�sh tou diktÔou.3.1.1 O algìrijmo p�randomJewroÔme, arqik�, ton algìrijmo p�random pou perigr�fetai w ex .1. Arqik� ìle oi kuyèle e�nai unmarked.2. gia k�je kainoÔria kl sh  sthn kuyèlh v3. an h kuyèlh v e�nai marked, tìte apìrriye thn kl sh .4. an h kl sh  emfan�zetai se k�poia kuyèlh tètoia ¸ste e�te se aut  e�tese geitonik  th up�rqei kl sh pou èqei g�nei dekt , tìte apìrriyethn kl sh 5. diaforetik�6. me pijanìthta p k�ne dekt  thn kl sh .7. me pijanìthta 1� p apìrriye thn kl sh  kai k�ne mark thnkuyèlh v. 15



16 KEF�ALAIO 3. �ELEGQOS APODOQ�HS KL�HSEWNH diadikas�a marking twn kuyel¸n sthn per�ptwsh pou kl sei pou ft�noun se autè apor-r�ptontai eggu�tai ìti o algìrijmo p�random den exomoi¸nei ton �plhsto nteterministikì al-gìrijmo. 'Estw ìti de g�netai qr sh marking twn kuyel¸n. JewroÔme tìte ènan ant�palo oopo�o parousi�zei t kl sei se mia kuyèlh  kai apì mia kl sh sti 3 (ìqi geitonikè metaxÔ tou)kuyèle pou e�nai geitonikè me thn . H pijanìthta me thn opo�a o pijanotikì algìrijmo denk�nei apodekt  mia kl sh sthn kuyèlh  mei¸netai ekjetik� kaj¸ o arijmì t aux�netai (�ra tokèrdo e�nai me meg�lh pijanìthta 1, en¸ to bèltisto kèrdo e�nai 3).ApodeiknÔoume to akìloujo je¸rhma qrhsimopoi¸nta èna aplì pijanotikì epiqe�rhma:Je¸rhma 3. Gia 1=3 < p < 1, o algìrijmo p�random èqei sugkritikì lìgo apìdosh to polÔ3(1� p)6(3p� 1) + 1apènanti se antip�lou ��qwr� mn mh��.Apìdeixh. 'Estw � mia akolouj�a kl sewn kai mia ektèlesh tou algor�jmou p�random p�nw sth�. Gia k�je kl sh  2 �, sumbol�zoume me X() thn tuqa�a metablht  pou de�qnei an o algìrijmoèkane apodekt  thn kl sh . Profan¸,B(�) =X2� X():'Estw A(�) to sÔnolo twn kl sewn th � pou g�nontai dektè apì to bèltisto algìrijmo. Giak�je kl sh  2 A(�), or�zoume to katanemhmèno kèrdo (amortized bene�t) �b() w ex :�b() = X() + X02() X(0)d(0) ;ìpou () e�nai to sÔnolo twn kl sewn th akolouj�a se kuyèle geitonikè th , kai d() e�naio arijmì twn kl sewn tou A(�) pou ft�noun se kuyèle geitonikè th . IsqÔei:B(�) = X2A(�)�b():'Estw q h pijanìthta kam�a kl sh na mhn èqei g�nei apodekt  sti geitonikè kuyèle, ìtan hkl sh  parousi�zetai ston algìrijmo. IsqÔei: E [�b()℄ � pq + 1�q3 .Shmei¸netai ìti gia k�je akolouj�a kl sewn, isqÔei q � (1 � p)6. Epomènw, katal goumesto akìloujo sumpèrasma: E [�b()℄ � (1� p)6�p� 13�+ 13 :To je¸rhma prokÔptei apì thn idiìthta grammikìthta th mèsh tim  (linearity of expeta-tions).



3.1. �ANW FR�AGMATA 173.1.2 O algìrijmo Rank{RandomArqik�, parathroÔme ìti sthn per�ptwsh pou mia kl sh  emfan�zetai sthn kuyèlh v, denup�rqei lìgo na aporrifje� h  an èqoun parousiaste� kl sei kai sti èxi geitonikè kuyèleth v kai o algìrijmo èqei proqwr sei thn ektèles  tou sti grammè 6�7. Epekte�nonta aut thn parat rhsh, tropopoioÔme thn pijanìthta me thn opo�a o algìrijmo apodèqetai mia kl sh qrhsimopoi¸nta diaforetikè pijanìthte pÆ sÔmfwna me to arijmì Æ twn geitonik¸n kuyel¸n thv pou èqoun shmeiwje� ìtan emfan�zetai h kl sh . Me dedomènh mia tètoia akolouj�a kl sewn,kaloÔme bajmì (rank) th kl sh  (kai sumbol�zoume me r()), ton arijmì twn geitonik¸n kuyel¸nth v pou e�nai shmeiwmène ìtan emfan�zetai h kl sh .Or�zoume ti pijanìthte pÆ gia Æ = 0; 1; :::; 6 ètsi ¸step0 � p1 � p2 � p3 � p4 � p5 � p6 = 1:Autì, diaisjhtik�, aux�nei thn pijanìthta apodoq  mia kl sh kaj¸ aux�netai o arijmì twnkl sewn pou èqoun aporrifje� sth geitoni� th. Epiplèon, prèpei na qrhsimopoi soume p0 > 1=3,giat� diaforetik� o algìrijmo de mpore� na èqei kalÔtero sugritikì lìgo apìdosh apì 3.O tropopoihmèno algìrijmo kale�tai Rank{Random kai h mình diafor� tou apì ton al-gìrijmo p�random e�nai ìti, dedomènh mia nèa kl sh  sth geitoni� th opo�a den up�rqounkl sei pou na èqoun g�nei apodektè, o algìrijmo upolog�zei arqik� to bajmì th (Æ = r()),kai k�nei dekt  thn kl sh  me pijanìthta pÆ.Akolouj¸nta pio polÔplokkh an�lush apì aut  th prohgoÔmenh enìthta, ja upolog�sou-me ti pijanìthte pÆ gia Æ = 0; 1; :::; 5 ètsi ¸ste o algìrijmo Rank{Random na èqei sugkritikìlìgo apìdosh to polÔ 2:914 apènanti se antip�lou ��qwr� mn mh��.P�li, jewroÔme akolouj�e kl sewn pou perièqoun to polÔ mia kl sh an� kuyèlh. Gia k�jekl sh  up�rqei èna sÔnolo istorikoÔ (history set) h() pou perièqei tou bajmoÔ twn geitonik¸nkl sewn th  (taxinomhmène kata aÔxousa seir�). Gia par�deigma, jewroÔme thn akolouj�akl sewn �. 'Estw  mia kl sh th � me bajmì 2, kai 1, 2 kl sei gÔrw apì th  pou emfan�sthkanprin apì thn  me bajmoÔ 2 kai 4 ant�stoiqa. To sÔnolo istorikoÔ th  e�nai to h() = (2; 4).JewroÔme ìti 1 kai 2 e�nai kl sei th � me sÔnola istorikoÔ h(1) = (k1; k2; :::; kr(1)) kaih(2) = (l1; l2; :::; lr(2)). Lème ìti to istorikì th 1 uperisqÔei tou istorikoÔ th kl sh 2 anr(1) = r(2) kai ki � li gia i = 1; :::; r(1). Ep�sh, lème ìti h kl sh  me bajmì r() èqei mègistosÔnolo istorikoÔ h() (maximal history set h()), an gia k�je akolouj�a �0, den up�rqei kl sh0 2 �0 me bajmì r(0) = r() tètoia ¸ste to istorikì th 0 na uperisqÔei autoÔ th .Dedomènh mia kl sh  me bajmì r() kai istorikì h() = (k1; k2; :::; kr()), or�zoume thnposìthta �() = 13 +�pr() � 13� r()Yi=0 (1� pki):



18 KEF�ALAIO 3. �ELEGQOS APODOQ�HS KL�HSEWNPrìtash 4. An to sÔnolo istorikoÔ h(1) uperisqÔei tou h(2), isqÔei ìti �(1) � �(2).Apìdeixh. AfoÔ to h(1) = (k1; :::; kr(1)) uperisqÔei tou h(2) = (l1; :::; lr(2)) e�nai r(1) = r(2)kai ki � li gia i = 1; :::; r(1). Shmei¸noume ìti an ki � li, tìte pki � pli gia i = 1; :::; r(1).Epeid  pr(1) = pr(2) > 1=3, pa�rnoume ìti�(1) = 13 +�pr(1) � 13� r(1)Yi=0 (1� pki)� 13 +�pr(2) � 13� r(2)Yi=0 (1� pli)= �(2)T¸ra jewroÔme thn ektèlesh tou algor�jmou Rank{Random gia thn akolouj�a kl sewn �.Qrhsimopoi¸nta tou �diou sumbolismoÔ me thn apìdeixh tou jewr mato 3, katal goume stoìti h mèsh tim  tou katanemhmènou kèrdou apì k�je kl sh  2 A(�) pou ja ginìtan apodekt apì to bèltisto o�ine algìrijmo e�naiE [�b()℄ � pr()q() + 1� q()3= 13 +�pr() � 13� q()ìpou q() e�nai h pijanìthta kam�a kl sh na mhn èqei g�nei dekt  sti geitonikè kuyèle, ìtanh kl sh  emfan�zetai ston algìrijmo. Dedomènh mia kl sh  me bajmì r() kai istorikìh() = (k1; :::; kr()), e�nai q() � r()Yi=1(1� pki)AfoÔ pr() � p0 > 1=3, pa�rnoume ìtiE [�b()℄ � 13 +�pr() � 13� q()= 13 +�pr() � 13� r()Yi=1(1� pki)= �()Epomènw, mporoÔme na upolog�soume èna k�tw fr�gma gia th mèsh tim  tou katanemhmènoukèrdou apì k�je kl sh  2 A(�) pou ja ginìtan apodekt  apì to bèltisto algìrijmo upolog�-zonta thn el�qisth tim  th posìthta �() metaxÔ ìlwn twn pijan¸n bajm¸n kai istorik¸n th



3.1. �ANW FR�AGMATA 19. Me b�sh thn prìtash 4, gia k�je pijanì bajmì th  metaxÔ 0 kai 6 lamb�noume upìyh mamìno ta mègista istorik�.Profan¸, an mia kl sh èqei bajmì 0, tìte to sÔnolo istorikoÔ th e�nai to ; kai e�nai mègisto.'Estw  mia kl sh me bajmì r() > 0 kai istorikì sÔnolo h() = (k1; :::; kr()). AsqoloÔmasteme kl sei pou emfan�sthkan prin apì thn , kai gia k�je zeÔgo tètoiwn kl sewn 1, 2 seamoiba�a geitonikè kuyèle, kataskeu�zoume èna bèlo pou de�qnei apì thn kl sh pou emfan�sthkenwr�tera pro thn kl sh pou emfan�sthke teleuta�a. O bajmì k�je kl sh e�nai o arijmì twnbel¸n pou de�qnoun pro aut . JewroÔme ti r() kl sei se geitonikè kuyèle th kuyèlhsthn opo�a emfan�sthke h  pou emfan�sthkan prin apì thn . ParathroÔme ìti toul�qisto miaapì autè ti kl sei èqei bajmì to polÔ 3, dhlad  k1 � 3. Ep�sh, parathroÔme ìti to polÔtr�a bèlh apì kl sei se mh geitonikè kuyèle th  mporoÔn na de�qnoun pro k�je kl sh 0se kuyèlh geitonik  th kuyèlh th . Epiplèon, o sunolikì arijmì bel¸n metaxÔ kl sewn sekuyèle geitonikè th  e�nai to polÔ r()� 1 an 1 � r() � 5, kai 6 an r() = 6. Kat� sunèpeia,dedomènou tou bajmoÔ r() > 0 th , to krit rio pou qrhsimopoioÔme gia thn aneÔresh ìlwn twnmègistwn sunìlwn istorikoÔ e�nai to:k1 = 3r()Xi=1 ki = � 4r() � 1 an 1 � r() � 524 an r() = 6Parade�gmata ìlwn twn pijan¸n bajm¸n kai sunìlwn istorikoÔ pou mpore� na èqei mia kl shparousi�zontai sto sq ma 3.1�3.5.
Sq ma 3.1: Oi kl sei (sthn kentrik  kuyèlh) me bajmì 0, 1, kai 2 kai mègista sÔnola istorikoÔ;, (3), kai (3; 4), ant�stoiqa.Ston p�naka 3.1 fa�netai h tim  th posìthta �() gia k�je dunatì sunduasmì bajm¸n kaimègistwn sunìlwn istorikoÔ th  ìtan oi pijanìthte èqoun ti timè p0 = p1 = p2 = p3 =0:390045, p4 = 0:45, p5 = 0:532, kai p6 = 1. Br�skoume ìti h el�qisth tim  tou �() gia ìloutou dunatoÔ bajmoÔ kai sÔnola istorikoÔ th  e�nai 0:343208.Me b�sh th grammikìthta th mèsh tim , sumpera�noume ìti to kèrdo B(�) tou algor�jmouRank{Random gia k�je akolouj�a kl sewn � e�naiB(�) � 0:343208BOPT (�);
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Sq ma 3.2: Kl sei me bajmì 3 kai mègista sÔnola istorikoÔ (3,3,5) kai (3,4,4).

Sq ma 3.3: Kl sei me bajmì 4 kai mègista sÔnola istorikoÔ (3,4,4,4) kai (3,3,4,5).ìpou BOPT (�) to kèrdo tou bèltistou algìrijmou. Autì sunep�getai ìti o sugkritikì lìgoapìdosh tou algor�jmou Rank{Random apènanti se algor�jmou ��qwr� mn mh�� e�nai to polÔ(0:343208)�1 � 2:914. Epomènw, èqoume apode�xei to akìloujo je¸rhma.Je¸rhma 5. Up�rqei pijanotikì algìrijmo elègqou kl sewn gia kuyelik� d�ktua pou uposth-r�zoun m�a suqnìthta, me sugkritikì lìgo apìdosh to polÔ 2:914 apènanti se antip�lou ��qwr�mn mh��.3.1.3 Gen�keush se auja�reta d�ktuaSth sunèqeia parousi�zoume mia epèktash th an�lush tou algor�jmou p�random gia au-ja�reta d�ktua. To apotèlesma d�netai se sqèsh me to me mègisto bajmì � tou diktÔou. OiPantziou et al. [21℄ meletoÔn thn apìdosh tou 1��random algor�jmou sth mèsh per�ptwsh, kaiapodeiknÔoun ìti o sugkritikì lìgo apìdos  tou gia akolouj�e kl sewn pou par�gontai me
Sq ma 3.4: Kl sei me bajmì 5 kai mègista sÔnola istorikoÔ (3,3,3,5,5), (3,4,4,4,4), kai(3,3,4,4,5).
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Sq ma 3.5: Kl sei me bajmì 6 kai mègista sÔnola istorikoÔ (3; 3; 3; 5; 5; 5), (3; 3; 4; 4; 5; 5), kai(3; 4; 4; 4; 4; 5). Bajmì SÔnolo IstorikoÔ �()0 ; 0.3900451 (3) 0.3679252 (3,4) 0.3523593 (3,3,5) 0.3432083 (3,4,4) 0.3437974 (3,4,4,4) 0.3451734 (3,3,4,5) 0.3445065 (3,3,3,5,5) 0.3432085 (3,4,4,4,4) 0.3444225 (3,3,4,4,5) 0.3437976 (3,3,3,5,5,5) 0.3488416 (3,3,4,4,5,5) 0.3497676 (3,4,4,4,4,5) 0.350748P�naka 3.1: K�tw fr�gmata gia to mèso katanemhmèno kèrdo gia k�je bèltisth kl sh.b�sh sugkekrimène pijanotikè katanomè e�nai kat� polÔ mikrìtero apì to mèso bajmì toudiktÔou.Je¸rhma 6. Gia k�je d�ktuo me mègisto bajmì � � 2, up�rqei èna pijanotikì algìrijmoelègqou kl sewn me sugkritikì lìgo apìdosh 27�=28 apènanti se antip�lou ��qwr� mn mh��.Apìdeixh. 'Estw G èna d�ktuo me mègisto bajmì �. JewroÔme thn ektèlesh tou algor�jmou p�random gia mia akolouj�a kl sewn � sto d�ktuo G. SÔmfwna me to je¸rhma 3, h mèsh tim  toubeltiwmènou kèrdou gia k�je kl sh  pou g�netai apodekt  apì to bèltisto algìrijmo e�nai:E [�b()℄ � (1� p)��p� 1��+ 1� :To dexiì mèro th èkfrash megistopoie�tai gia p = 2�+1 . ProkÔptei ìti:
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E[�b()℄ � �1� 2� + 1��� 2�+ 1 � 1��+ 1�= 1�  �1� 2� + 1��+1 + 1!� 1� � 127 + 1�= 2827�Sumpera�noume ìti 1, gia to kèrdo tou algor�jmou 2�+1�random, isqÔeiBOPT (�) � 27�28 E [B(�)℄:Shmei¸noume ìti me qrhsimopo�hsh tou jewr mato twn Awerbuh et al. [1℄, 6 sunep�getai hÔparxh enì pijanotikoÔ algor�jmou elègqou kl sewn gia auja�reta meg�lo arijmì suqnot twnme sugkritikì lìgo apìdosh 0:96� + 1.JewroÔme èna d�ktuo G kai èstw �(G) to mègisto anex�rthto sÔnolo sth geitoni� k�jekìmbou. Tìte to �(G) apotele� èna k�tw fr�gma gia to sugkritikì lìgo apìdosh k�je nte-terministikoÔ algor�jmou [4℄. Eis�gonta ton par�gonta �(G) sthn apìdeixh tou jewr mato 6,katal goume sto akìloujo sumpèrasma:Sumpèrasma 7. Gia k�je d�ktuo pou uposthr�zei mia suqnìthta me �(G) � 2 kai 1=2 < p < 1,o algìrijmo p�random èqei (austhr�) kalÔtero sugkritikì lìgo apìdosh apì k�je ntetermini-stikì algìrijmo.Profan¸, gia �(G) = 1   gia �(G) = 0, o �plhsto algìrijmo e�nai bèltisto.3.2 K�tw fr�gmataQrhsimopoi¸nta thn Arq  Minimax pou prot�jhke apì ton Yao [28℄ (blèpe ep�sh [18℄),apodeiknÔoume dÔo k�tw fr�gmata gia to sugkritikì lìgo apìdosh pijanotik¸n algor�jmwngia kuyelik� d�ktua kai gia auja�reta, ep�peda d�ktua, apènanti se antip�lou ��qwr� mn mh��'.1ParathroÔme ìti apì ti anisìthte gia to E[�b()℄ sunep�getai ìtilim�!1�E[�b()℄ � 1 + e�2:Kat� sunèpeia, gia gr�fou me me epark¸ meg�lo mègisto bajmì �, o algìrijmo 2�+1�Random petuqa�neisugkritkì lìgo apìdosh to polÔ (0:8808 + �)� gia k�poio mikrì � > 0.



3.2. K�ATW FR�AGMATA 23JewroÔme d�ktua pou uposthr�zoun m�a suqnìthta. Ta k�tw fr�gmata isqÔoun kai gia d�ktuapou uposthr�zoun pollè suqnìthte.Sti apode�xei pou akoloujoÔn qrhsimopoioÔme to parak�tw l mma.L mma 8 (Arq  Minimax tou Yao (Yao's Minimax Priniple) [18℄). Dedomènh mia pi-janotik  katanom  P gia mia akolouj�a kl sewn �, sumbol�zoume me EP [BA(�)℄ kai EP [BOPT (�)℄to mèso kèrdo enì nteterministikoÔ algor�jmou A kai tou bèltistou o�{line algor�jmou, ant�-stoiqa, pou ekteloÔntai gia akolouj�e kl sewn pou dhmiourgoÔntai sÔmfwna me thn P. Or�zoumethn apìdosh tou A me b�sh thn P, PA na e�nai tètoia ètsi ¸stePA = EP [BOPT (�)℄EP [BA(�)℄ :'Estw AR èna pijanotikì algìrijmo. Tìte, h apìdosh tou A me b�sh thn P apotele� ènak�tw fr�gma gia to sugkritikì lìgo apìdosh tou AR apènanti se antip�lou ��qwr� mn mh��,dhlad  PA � AR :3.2.1 K�tw fr�gma gia kuyelik� d�ktuaTo k�tw fr�gma pou parousi�zoume gia algor�jmou elègqou kl sewn se kuyelik� d�ktuae�nai to akìloujo:Je¸rhma 9. Kanèna pijanotikì algìrijmo elègqou kl sewn se kuyelik� d�ktua den èqeisugkritikì lìgo apìdosh kalÔtero apì 1:857 apènanti se antip�lou ��qwr� mn mh��.Apìdeixh. JewroÔme ènan kat�llhlo qrwmatismì twn kuyel¸n tou diktÔou me qr¸mata kìkkino,mple, kai pr�sino. 'Estw r0 mia kìkkinh kuyèlh, b1, b2, kai b3 oi mple geitonikè th, kai g1,g2, kai g3 oi pr�sine geitonikè th. Ja apode�xoume ìti up�rqei ant�palo ADV pou dhmiourge�kl sei sÔmfwna me mia pijanotik  katanom  P kat� tètoion trìpo ¸ste kanèna nteterministikìalgìrijmo na mh mpore� na e�nai kalÔtero apì 1:857�antagwnistikì me b�sh thn P akìma kaisthn per�ptwsh pou gnwr�zei ek twn protèrwn thn pijanotik  katanom  P.Or�zoume thn pijanotik  katanom  P w ex . Arqik�, o ant�palo dhmiourge� mia kl sh semia kìkkinh kuyèlh r0. Sth sunèqeia,� e�te stamat�, me pijanìthta 4=7,� e�te k�nei ta akìlouja me pijanìthta 3=7. Parousi�zei dÔo kl sei sti kuyèle b1 kai b2,kai{ e�te dhmiourge� mia kl sh sthn kuyèlh b3 me pijanìthta 1=3,{ e�te par�gei trei kl sei sti kuyèle g1, g2, kai g3, me pijanìthta 2=3.



24 KEF�ALAIO 3. �ELEGQOS APODOQ�HS KL�HSEWNEÔkola fa�netai ìti to anamenìmeno kèrdo apì ton bèltisto o�{line algìrijmo gia akolouj�ekl sewn pou par�gontai sÔmfwna me thn P e�naiEP [BOPT (�)℄ = 1 � 47 + 3 � 37 = 137 :'Estw A èna nteterministikì algìrijmo elègqou kl sewn pou trèqei gia kl sei pou par�-gontai apì ton ant�palo ADV. JewroÔme t ektelèsei tou algor�jmou se t akolouj�e kl sewnpou par�gontai sÔmfwna me thn pijanotik  katanom  P. 'Estw, ep�sh, q0 o arijmì twn ektelè-sewn kat� ti opo�e o A k�nei apodekt  mia kl sh pou par�getai sthn kuyèlh r0, kai èstw q1 oarijmì twn ektelèsewn kat� ti opo�e o A k�nei apodektè ti kl sei pou parousi�zontai stikuyèle b1 kai b2.O mèso arijmì ektelèsewn kat� ti opo�e o algìrijmo den k�nei dekt  mia kl sh se miakuyèlh r0 kai o ant�palo par�gei mia kl sh sthn kuyèlh b3 e�nai 37 13(t � q0). 'Omoia, o mèsoarijmì ektelèsewn kat� ti opo�e o algìrijmo den k�nei apodektè ti kl sei sti kuyèler0; b1, kai b2 en¸ o ant�palo par�gei kl sei sti kuyèle g1; g2; g3 e�nai 23 �37(t� q0)� q1�.Epomènw, EP [BA(�)℄ � q0 + 2q1 + 37 13(t� q0) + 323 �37 (t� q0)� q1�t = 1;kai PA � 137 = 1:857:Apì to l mma 8, apodeiknÔetai ìti autì apotele� èna k�tw fr�gma gia to sugkritikì lìgo apì-dosh k�je pijanotikoÔ algor�jmou apènanti se antip�lou ��qwr� mn mh��.3.2.2 K�tw fr�gma gia ep�peda d�ktuaSth sunèqeia parousi�zoume èna k�tw fr�gma gia ep�peda d�ktua. Shmei¸netai ìti to kalÔterognwstì �nw fr�gma e�nai to 5 kai epitugq�netai apì ton algìrijmo ��taxinìmhse kai ep�lexetuqa�a�� (��lassify and randomly selet��)[1, 21℄.Je¸rhma 10. Up�rqei èna ep�pedo d�ktuo gia to opo�o kanèna pijanotikì algìrijmo elègqoukl sewn den èqei sugkritikì lìgo apìdosh kalÔtero apì 2:086 apènanti se antip�lou ��qwr�mn mh��.Apìdeixh. JewroÔme èna ep�pedo d�ktuo me gr�fo parembol  pou parousi�zetai sto sq ma 3.6.Ja apode�xoume ìti up�rqei ant�palo ADV pou par�gei kl sei sÔmfwna me mia pijanotik katanom  P me tètoion trìpo ¸ste kanèna nteterministikì algìrijmo na mh mpore� na e�naikalÔtero apì 2:086�antagwnistikì me b�sh thn P akìma ki an gnwr�zei ek twn protèrwn thnpijanotik  katanom  P.Or�zoume thn pijanotik  katanom  P w ex . Kat' arq n, o ant�palo par�gei mia kl shsthn kuyèlh 0. Sth sunèqeia,
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Sq ma 3.6: O ep�pedo gr�fo parembol  pou qrhsimopoie�tai sthn apìdeixh tou jewr mato .� e�te stamat� me pijanìthta 4=5,�   k�nei ta akìlouja me pijanìthta 1=5. Parousi�zei mia kl sh sti kuyèle 1; :::; 5, kaimet�{ e�te stamat� me pijanìthta 2=7,{ e�te parousi�zei mia kl sh sti kuyèle 6; :::; 12, me pijanìthta 5=7.To mèso kèrdo apì to bèltisto o�{line algìrijmo gia akolouj�e kl sewn pou par�gontaisÔmfwna me thn P e�nai:EP [BOPT (�)℄ = 1 � 45 + 5 � 15 � 27 + 7 � 15 � 57 = 7335 :'Estw A èna nteterministikì algìrijmo elègqou kl sewn pou ektele�tai gia kl sei poupar�gontai apì ton ant�palo ADV. JewroÔme t ektelèsei tou algor�jmou gia t akolouj�ekl sewn pou par�gontai sÔmfwna me thn pijanotik  katanom  P. 'Estw t¸ra q0 o arijmì twnektelèsewn kat� ti opo�e o A apodèqetai ti kl sei pou par�gontai sthn kuyèlh 0, kai èstwq1 o arijmì twn ektelèsewn kat� ti opo�e o A apodèqetai kai ti kl sei sthn kuyèlh 1 kaiautè sthn kuyèlh 2.O mèso arijmì ektelèsewn kat� ti opo�e o algìrijmo den apodèqetai kl sei sthn kuyèlh0 kai o ant�palo par�gei kl sei sti kuyèle 1; :::; 5 e�nai 15(t� q0). 'Omoia, o mèso arijmìektelèsewn kat� ti opo�e o algìrijmo den apodèqetai kl sei sti kuyèle 0; 1; :::; 5 kai oant�palo par�gei kl sei sti kuyèle 6; :::; 12 e�nai: 57 �15(t� q0)� q1�. Epomènw,EP [BA(�)℄ � q0 + 5q1 + 757 �15 (t� q0)� q1�t = 1;kai PA � 7335 = 2:086:Apì to l mma 8, sumpera�noume ìti autì apotele� èna k�tw fr�gma gia to sugkritikì lìgo apì-dosh k�je pijanotikoÔ algor�jmou apènanti se k�je ant�palo ��qwr� mn mh��.



26 KEF�ALAIO 3. �ELEGQOS APODOQ�HS KL�HSEWN



Kef�laio 4Anoiqt� probl mataH ergas�a ma af nei endiafèronta anoiqt� zht mata, tìso gia to prìblhma an�jesh suqno-t twn ìso kai gia to prìblhma elègqou kl sewn.Gia to prìblhma an�jesh suqnot twn, to pio endiafèron er¸thma e�nai an up�rqei nteter-ministikì algìrijmo me sugkritikì lìgo apìdosh 2. Epiplèon, h qr sh tuqaiìthta mpore�na odhg sei se akìma kalÔtera apotelèsmata. Me b�sh ìsa gnwr�zoume pijanotiko� algìrij-moi an�jesh suqnot twn den èqoun exetaste� oÔte sth statik  oÔte sthn on{line ekdoq  touprobl mato.Sqetik� me to prìblhma elègqou kl sewn, èna endiafèron anoiqtì prìblhma e�nai h elaqisto-po�hsh tou q�smato metaxÔ twn k�tw kai �nw fragm�twn. Exait�a tou k�tw fr�gmato gianteterministikoÔ algor�jmou, h melèth pijanotik¸n algor�jmwn jewre�tai anagka�a. H mèjodo��Classify and Randomly Selet�� den e�nai ikanopoihtik  ìqi mìno giat� pisteÔoume ìti h apìdoshth e�nai arket� makru� apì to bèltisto all� kai gia ton akìloujo lìgo. An jewr soume ènad�ktuo pou uposthr�zei mia suqnìthta, ènan ��Classify and Randomly Selet�� algìrijmo A, kai miaakolouj�a kl sewn � tètoia ¸ste oi kl sei na emfan�zontai se diakritè kuyèle pou na an kounsthn �dia kl�sh qr¸mato. Profan¸, o bèltisto algìrijmo ja deqìtan ìle ti kl sei tiakolouj�a �, en¸ me pijanìthta 2=3, o algìrijmo A den emfan�zei kanèna kèrdo. PisteÔoumeìti h melèth sto prìblhma ja prèpei na prosanatoliste� stou algor�jmou elègqou kl sewntwn opo�wn to kèrdo parousi�zei meg�lh sugkèntrwsh gÔrw apì th mèsh tim  tou. Parapl siaapotelèsmata èqoun parousiaste� sta pla�sia th melèth optik¸n diktÔwn [17℄.Tèlo, an kai h upìjesh kl sewn me �peirh di�rkeia apeikon�zei to sen�rio sÔmfwna me toopo�o oi kl sei qrhsimopoioÔn to d�ktuo gia per�pou �dio qronikì di�sthma, sthn pr�xh autìden isqÔei. H epèktash tou montèlou ma kat� trìpo ¸ste h di�rkeia twn kl sewn na apotele�par�metro kai o sqediasmì algor�jmwn se autì to pla�sio e�nai mia �llh endiafèrousa prìklhsh.
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