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EÔresh Anex�rthtwn Sunìlwn kaiQrwmatismo� se Graf mata me Efarmog sthn Apodotik  An�jesh Suqnot twn seAsÔrmata D�ktuaEuaggel�a Papaðw�nnouPer�lhyhSthn paroÔsa didaktorik  diatrib , asqoloÔmaste me zht mata pou ana-kÔptoun se asÔrmata d�ktua epikoinwn�a pou qrhsimopoioÔn thn teqnik polÔplexh diamoirasmoÔ suqnìthta (Frequency Division Multiplexing -
FDM). Melet�me d�ktua pou bas�zontai se thlepikoinwniak  upodom  ìpwta kuyelik� d�ktua kinht  thlefwn�a kaj¸ kai d�ktua autìnomwn asÔrma-twn ekpomp¸n ìpw ta asÔrmata d�ktua tÔpou ad hoc. MontelopoioÔme tad�ktua me eidik� graf mata kai ta ant�stoiqa probl mata epikoinwn�a sanprobl mata sunduastik  beltistopo�hsh sta graf mata aut�. Ta apote-lèsmat� ma perilamb�noun nèou on-line algìrijmou pou belti¸noun touprohgoÔmenou gnwstoÔ algor�jmou w pro thn apìdosh kai nèa k�twfr�gmata.Ta kuyelik� d�ktua qwr�zoun noht� mia gewgrafik  perioq  se upoperio-qè pou kaloÔntai kuyèle. K�je kuyèlh apotele� thn perioq  embèleia enìstajmoÔ b�sh me dunatìthte asÔrmath epikoinwn�a. K�je stajmì b�she�nai upeÔjuno gia thn exuphrèthsh twn qrhst¸n pou br�skontai sthn perio-q  embèlei� tou. Gia na epikoinwn soun dÔo qr ste tou kuyelikoÔ diktÔouja prèpei, katarq n, na egkatastaje� asÔrmath epikoinwn�a twn qrhst¸n metou stajmoÔ b�sh pou exuphretoÔn ti kuyèle sti opo�e an koun oiqr ste kai sth sunèqeia na epikoinwn soun metaxÔ tou oi stajmo� b�sh.AsÔrmath epikoinwn�a me to stajmì b�sh apaite�tai akìma kai sthn per�-ptwsh pou oi duo qr ste an koun sthn �dia kuyèlh   o èna qr sth e�naiqr sth tou kuyelikoÔ diktÔou kai o �llo qrhsimopoie�, gia par�deigma,èna d�ktuo stajer  thlefwn�a. H teqnolog�a FDM qrhsimopoie�tai gia thntautìqronh asÔrmath epikoinwn�a duo kontin¸n qrhst¸n me tou stajmoÔb�sh tou. H teqnolog�a aut  èqei th dunatìthta na ulopoie� thn epikoinw-n�a k�je qr sth me ton stajmì b�sh tou se mia sugkekrimènh suqnìthta.Sun jw, h qr sh th �dia suqnìthta apì qr ste pou an koun sthn �dia  se geitonikè kuyèle prokale� parembolè s mato pou kajistoÔn adÔnath
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thn epikoinwn�a. To basikìtero montèlo kuyelik¸n diktÔwn upojètei ìti oistajmo� b�sh e�nai omoiìmorfa katanemhmènoi sto ep�pedo kai èqoun thn �diaembèleia. 'Etsi, to ep�pedo qwr�zetai se kuyèle me sq ma kanonikoÔ exag¸-nou. Sthn pr�xh, oi kuyèle mporoÔn na èqoun idia�tera akanìnisto sq maen¸ endèqetai na up�rqoun kai pio polÔplokoi periorismo� sqetik� me thnasfal  qr sh th �dia suqnìthta apì diaforetikoÔ qr ste. Tètoioi pe-riorismo� montelopoioÔntai apì graf mata parembol¸n twn opo�wn oi kìmboiantistoiqoÔn se kuyèle tou diktÔou kai mia akm  metaxÔ duo kìmbwn dhl¸neiìti dhmiourgoÔntai parembolè s mato ìtan h �dia suqnìthta anat�jetai seqr ste pou br�skontai sti kuyèle pou antistoiqoÔn stou kìmbou autoÔ.Gia thn ep�teuxh epikoinwn�a se èna kuyelikì d�ktuo, èna shmantikì prì-blhma pou prèpei na luje� e�nai h an�jesh suqnot twn stou qr ste ¸ste naepikoinwnoÔn me tou stajmoÔ b�sh tou qwr� parembolè s mato. Ka-j¸ to f�sma twn diajèsimwn suqnot twn e�nai periorismèno, e�nai idia�terashmantikì na qrhsimopoie�tai apodotik�. Ta probl mata th an�jesh su-qnot twn (frequency allocation) kai elègqou apodoq  kl sewn (call control)apoteloÔn ta pio jemeli¸dh probl mata pou prèpei na lujoÔn gia thn apodo-tik  qr sh tou f�smato suqnot twn. Ta probl mata an�jesh suqnot twnkai elègqou apodoq  kl sewn diatup¸nontai w ex :
• Dedomènwn qrhst¸n pou epijumoÔn na epikoinwn soun me ton stajmìb�sh tou, to prìblhma th an�jesh suqnot twn sun�statai sthnan�jesh suqnot twn se k�je qr sth tou diktÔou ètsi ¸ste qr stepou br�skontai sthn �dia   se geitonikè kuyèle na qrhsimopoioÔn dia-foretikè suqnìthte kai o sunolikì arijmì twn qrhsimopoioÔmenwnsuqnot twn na elaqistopoie�tai.
• Dedomènwn kl sewn (qrhst¸n pou epijumoÔn na epikoinwn soun me tostajmì b�sh tou) se èna d�ktuo pou k�je stajmì b�sh uposthr�zei

w diaforetikè suqnìthte, to prìblhma tou elègqou kl sewn ègkeitaisthn an�jesh suqnot twn se k�poie apì ti kl sei ètsi ¸ste to po-lÔ w suqnìthte na qrhsimopoioÔntai kai o arijmì twn kl sewn pouexuphretoÔntai (dhl. tou anat�jentai suqnìthte) na megistopoie�tai.Melet�me ti on-line ekdoqè twn problhm�twn an�jesh suqnot twn kaielègqou apodoq  kl sewn. AkoloujoÔme thn prosèggish th sugkritik an�lush (competitive analysis) kai qrhsimopoioÔme to sugkritikì lìgo apì-dosh (competitive ratio) w mètro th apìdosh twn algor�jmwn. Oi kl -sei den e�nai gnwstè ek twn protèrwn all� emfan�zontai stadiak�. 'Otanmia kl sh emfaniste�, èna on-line algìrijmo an�jesh suqnot twn prèpeina th anajèsei mia suqnìthta ètsi ¸ste na mh dhmiourgoÔntai parembolè me
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kl sei pou emfan�sthkan nwr�tera. 'Ena on-line algìrijmo elègqou apo-doq  kl sewn prèpei e�te na aporr�yei thn kl sh (dhl. na mhn th anajèseisuqnìthta) e�te na thn apodeqte� kai na th anajèsei mia apì ti w diajèsi-me suqnìthte ètsi ¸ste na mhn up�rqoun parembolè me kl sei pou èqounemfaniste� prohgoumènw. Kai sti duo peript¸sei, oi apof�sei tou algo-r�jmou de mporoÔn na all�xoun sto mèllon. O sugkritikì lìgo apìdoshenì on-line algor�jmou an�jesh suqnot twn ekfr�zei th sqèsh tou arijmoÔtwn suqnot twn pou qrhsimopoie� o algìrijmo me ton arijmì twn suqnot -twn pou qrhsimopoie�tai se mia bèltisth an�jesh en¸ o sugkritikì lìgoapìdosh enì on-line algor�jmou elègqou apodoq  kl sewn ekfr�zei thsqèsh tou arijmì twn kl sewn pou apodèqetai o algìrijmo me to mègistoarijmì kl sewn pou ja mporoÔsan na g�noun apodektè. Gia to prìblhmath an�jesh suqnot twn, parousi�zoume mia sqedìn austhr  an�lush thapìdosh tou �plhstou algor�jmou. Gia to prìblhma tou elègqou apodo-q  kl sewn, parousi�zoume mia seir� apì pijanotikoÔ on-line algor�jmoupou epitugq�noun sugkritikoÔ lìgou apìdosh pou apodedeigmèna den mpo-roÔn na epiteuqjoÔn apì nteterministikoÔ algor�jmou. Oi algìrijmoi pouanaptÔsoume e�nai idia�tera aplo� sthn ulopo�hsh kaj¸ qrhsimopoioÔn e�temikrì arijmì apì tuqa�a duadik� yhf�a e�te ant�stoiqa asjene� phgè tu-qaiìthta. Ta apotelèsmat� ma epekte�nontai sthn per�ptwsh kuyelik¸n di-ktÔwn me diaforetik� graf mata parembol  ìpw kuyelik� d�ktua me meg�lhapìstash epanaqrhsimopo�hsh, mh kanonik� d�ktua me graf mata parembo-l¸n stajeroÔ bajmoÔ, kai d�ktua me auja�reta graf mata parembol¸n. Taapotelèsmata sunodeÔontai apì mia seir� k�tw fragm�twn gia thn apìdoshpijanotik¸n on-line algor�jmwn elègqou apodoq  kl sewn.Ta ant�stoiqa probl mata e�nai idia�tera shmantik� kai sta d�ktua autì-nomwn ekpomp¸n. Se aut� ta d�ktua oi ekpompo� e�nai di�spartoi sto ep�pedo.K�je ekpompì kalÔptei mia kuklik  perioq  me akt�na pou exart�tai apì tateqnik� qarakthristik� tou (pq. thn isqÔ met�dosh s mato pou qrhsimo-poie�) kai mpore� na leitourge� se diaforetik  suqnìthta. Upojètoume ìtièna ekpompì metad�dei qwr� parembolè s mato ìtan h kuklik  perioq embèlei� tou den epikalÔptetai me thn kuklik  perioq  embèleia k�poiou �l-lou ekpompoÔ o opo�o qrhsimopoie� thn �dia suqnìthta. H anapar�stash twnpijan¸n parembol¸n metaxÔ ekpomp¸n, ìtan qrhsimopoioÔn thn �dia suqnì-thta, montelopoie�tai apì graf mata d�skwn. 'Ena gr�fhma lègetai gr�fhmad�skwn ìtan k�je kìmbo tou mpore� na antistoiqhje� se mia kuklik  perioq sto ep�pedo kat� tètoion trìpo ¸ste duo kuklikè perioqè na epikalÔptontai  na ef�ptontai an kai mìno an up�rqei akm  metaxÔ twn ant�stoiqwn kìm-bwn sto gr�fhma. Jewr¸nta ti suqnìthte sa qr¸mata, to prìblhma than�jesh suqnot twn gia d�ktua ekpomp¸n e�nai isodÔnamo me to prìblhma
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el�qistou qrwmatismoÔ tou graf mato d�skwn pou montelopoie� ti pijanèparembolè s mato. H shmantik  eidik  per�ptwsh tou probl mato elègqouapodoq  kl sewn ìpou k�je ekpompì mpore� na leitourge� se mia sugkekri-mènh suqnìthta e�nai isodÔnamh me to prìblhma eÔresh mègistou anex�rthtousunìlou kìmbwn sto ant�stoiqo gr�fhma d�skwn.Melet�me ti on-line ekdoqè twn problhm�twn eÔresh anex�rthtwn su-nìlwn kai qrwmatismoÔ se graf mata d�skwn (disk graphs). P�li, akolou-joÔme thn prosèggish th sugkritik  an�lush kai qrhsimopoioÔme to sug-kritikì lìgo apìdosh w mètro th apìdosh twn algor�jmwn. Oi kìmboi tougraf mato den e�nai gnwsto� ek twn protèrwn all� emfan�zontai stadiak�.'Otan èna kìmbo emfaniste�, èna on-line algìrijmo qrwmatismoÔ prèpei naanajèsei ston kìmbo èna qr¸ma diaforetikì apì aut� pou èqoun anateje� segeitonikoÔ tou kìmbou pou èqoun emfaniste� prohgoumènw. 'Ena on-linealgìrijmo eÔresh anex�rthtwn sunìlwn xekin� apì èna kenì anex�rthtosÔnolo kìmbwn to opo�o epekte�nei stadiak�. 'Otan emfaniste� èna nèo kìm-bo, o algìrijmo prèpei na apofas�sei an o kìmbo ja sumperilhfje� stoanex�rthto sÔnolo   ìqi. Kai sti duo peript¸sei, oi apof�sei enì on-linealgìrijmou qrwmatismoÔ   eÔresh anex�rthtwn sunìlwn de mporoÔn na al-l�xoun sto mèllon. O sugkritikì lìgo apìdosh enì on-line algor�jmouqrwmatismoÔ ekfr�zei th sqèsh tou arijmoÔ twn qrwm�twn pou qrhsimopoie�o algìrijmo gia èna gr�fhma d�skwn me ton arijmì qrwm�twn pou qrhsi-mopoioÔntai se èna bèltisto qrwmatismì. O sugkritikì lìgo apìdoshenì on-line algor�jmou eÔresh anex�rthtwn sunìlwn ekfr�zei th sqèshtou megèjou tou anex�rthtou sunìlou pou upolog�zei o algìrijmo me tomègejo tou mègistou anex�rthtou sunìlou. Gia to prìblhma th eÔreshanexart twn sunìlwn se graf mata d�skwn, parousi�zoume tou pr¸tou pi-janotikoÔ on-line algor�jmou. ApodeiknÔoume �nw kai k�tw fr�gmata giato sugkritikì lìgo apìdos  tou, tìso sthn per�ptwsh pou h anapar�stashd�netai sa mèro th eisìdou ìso kai sthn per�ptwsh pou h e�sodo apotele�-tai mìno apì tou kìmbou kai ti akmè tou graf mato d�skwn. Profan¸,h deÔterh per�ptwsh e�nai pio dÔskolh apì thn pr¸th. Sthn per�ptwsh pou hanapar�stash d�netai sa mèro th eisìdou, parousi�zoume on-line algor�j-mou me shmantik� kalÔterou sugkritikoÔ lìgou apìdosh apì ta gnwst�apotelèsmata th bibliograf�a gia nteterministikoÔ on-line algor�jmou.Shmei¸noume ìti, oi sugkritiko� lìgoi apìdosh pou petuqa�noume, apodedeig-mèna de mporoÔn na epiteuqjoÔn apì nteterministikoÔ on-line algor�jmou.Oi algìrijmoi pou parousi�zoume epekte�nontai kai leitourgoÔn kai se geni-keÔsei tou probl mato pou montelopoioÔn to prìblhma elègqou apodoq kl sewn se d�ktua ekpomp¸n epitugq�nonta tou �diou sugkritikoÔ lìgouapìdosh. Gia thn per�ptwsh pou h anapar�stash de d�netai sa mèro th
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eisìdou, apodeiknÔoume k�tw fr�gmata pou de�qnoun ìti èna idia�tera aplìdiaisjhtikì nteterministikì on-line algìrijmo èqei asumptwtik� bèltistosugkritikì lìgo apìdosh. Autì to apotèlesma uponoe� ìti h qr sh tuqaiì-thta den mpore� na odhg sei se kalÔtere lÔsei. Gia to prìblhma qrwmati-smoÔ grafhm�twn d�skwn, parousi�zoume ènan nèo on-line algìrijmo pou deqrhsimopoie� thn anapar�stash kai epitugq�nei ton �dio sugkritikì lìgo apì-dosh me ton kalÔtero gnwstì algìrijmo th bibliograf�a pou qrhsimopoie�thn anapar�stash. To apotèlesma autì belti¸nei shmantik� to prohgoÔmenokalÔtero gnwstì �nw fr�gma gia on-line algor�jmou qrwmatismoÔ pou deqrhsimopoioÔn thn anapar�stash th eisìdou.
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Independent Sets and Graph Coloring with
Applications to the Frequency Allocation

Problem in Wireless Networks

Evi Papaioannou

Abstract

The subject of this dissertation thesis is the study of issues arising in com-
munication networks that utilize Frequency Division Multiplexing (FDM).
We consider networks based on telecommunication infrastructure such as cel-
lular mobile telephone networks and networks of autonomous transmitters,
like ad hoc wireless networks. We represent these networks using graphs and
model the corresponding communication problems as combinatorial optimi-
zation problems in such graphs. Our results include new on-line algorithms
which outperform previously known algorithms as well as new lower bounds.

In cellular networks, a geographical region is virtually divided into sub-
regions called cells. Each cell is the calling area of a base station which
enables wireless communication. Each base station is responsible for ser-
vicing users located within its range. Communication between two users of
a cellular network involves in the first place communication between each
user and the base station that services the cell where the user is located.
Then, communication between the base stations must be established. Wire-
less communication between users and their base station is always involved,
even when both of the users are located in the same cell or only one of them
uses the cellular network and the other uses, for example, the standard te-
lephone network. Two users located close to each other can simultaneously
communicate with their base station via Frequency Division Multiplexing
technology, using different frequencies. Usually, the use of the same freque-
ncy by users located in the same or adjacent cells causes signal interference,
thus, making communication hard or impossible to establish. The basic cel-
lular network model assumes base stations equipped with equivalent tran-
smitters, uniformly distributed on the plane. Therefore, the plane is divided
in cells of hexagon shape. In fact, cells can have irregular shape and it may
be the case that the signal interference constraints regarding the reuse of
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frequencies by different users are even harder and more complicated. We
model such constraints through interference graphs where nodes correspond
to cells of the network and an edge between two nodes u and v states that
the assignment of the same frequency to users located in cells corresponding
to the nodes u and v would cause signal interference. In cellular networks,
an important communication problem to be solved is the assignment of fre-
quencies to the users so that they can communicate with their base station
without signal interference. Since the available frequency spectrum is limi-
ted, its efficient utilization is critical and essential. Frequency allocation and
call control are the most fundamental problems to be solved for the efficient
use of the frequency spectrum and can be defined as follows:

• The frequency allocation problem is to assign frequencies to the users
so that signal interference is avoided, while minimizing the total num-
ber of frequencies used.

• The call control problem in a network that supports a spectrum of
w available frequencies is to assign frequencies to users so that signal
interference is avoided, while maximizing the number of users served.

We consider the on-line version of both the frequency allocation and the
call control problems. We follow the competitive analysis approach and we
use the competitive ratio as a measure for evaluating the performance of
an algorithm. Calls are not known a priori and appear gradually. When
a new call appears, an on-line frequency allocation algorithm must assign
it a frequency so that signal interference with calls previously appeared is
avoided. An on-line call control algorithm must either reject (not assign
a frequency) or accept the call by assigning it one of the w available fre-
quencies so that signal interference is avoided. In both cases, the decisions
of the algorithm cannot change in the future. The competitive ratio of an
on-line frequency allocation algorithm indicates the relation between the
number of frequencies used by the algorithm and the number of frequencies
used in an optimal assignment. The competitive ratio of an on-line call
control algorithm indicates the relation between the number of calls acce-
pted by the algorithm and the maximum number of calls that could have
been accepted. For the frequency allocation problem, we present an almost
tight analysis of the greedy algorithm. For the call control problem, we pre-
sent a series of randomized on-line algorithms with competitive ratios that
deterministic algorithms cannot achieve. Our algorithms are simple in the
sense that they use a small number of random bits or weak random sources
for making their random choices. Our results can be extended to cellular
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networks with various interference graphs, like cellular networks with high
reuse distance, irregular networks with interference graphs of small degree,
as well as networks with arbitrary interference graphs. We also present new
corresponding lower bounds for randomized on-line call control algorithms.

The frequency allocation and the call control problems are also essen-
tial in the case of networks of autonomous transmitters. In such networks,
transmitters are distributed in the plane, each of them covers a circular re-
gion whose range depends on the technical specification of the transmitter
(e.g. its transmission power) and can operate at a different frequency. We
assume that transmission without signal interference requires that the range
of each transmitter does not overlap with the range of other transmitters
operating at the same frequency. Possible signal interference between tran-
smitters operating at the same frequency is modelled by disk graphs, where
each node corresponds to a circular region on the plane so that two such
regions overlap or are adjacent if and only if there exists an edge connecting
the corresponding nodes in the graph. If we consider frequencies as colors,
the frequency allocation problem in networks of transmitters is equivalent
to the minimum coloring problem in the disk graph modelling possible si-
gnal interference. The important special case of the call control problem
where each transmitter operates at a particular frequency is equivalent to
the maximum independent set problem in the corresponding disk graph.

We study the on-line version of both the maximum independent set
and the minimum coloring problems in disk graphs. Again, we follow the
competitive analysis approach and use the competitive ratio as a measure for
the evaluation of the performance of our algorithms. The nodes of the graph
are not known in advance and appear gradually. When a new node appears,
an on-line coloring algorithm must assign it a color different from those
assigned to previously appeared adjacent nodes. An on-line independent set
algorithm starts from an empty set of nodes and gradually expands it. When
a new node appears, the algorithm must decide whether to include this node
in the set. In both cases, the on-line algorithm cannot change its decisions in
the future. The competitive ratio of an on-line coloring algorithm indicates
the relation between the number of colors used by the algorithm and the
number of colors in an optimal coloring. The competitive ratio of an on-
line independent set algorithm indicates the relation between the size of the
independent set computed by the algorithm and the size of the maximum
independent set.

For the independent set problem in disk graphs, we present the first new
randomized on-line algorithms. We prove upper and lower bounds for their
competitive ratios either if the disk representation is given as part of the
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input or if only the nodes and edges of the disk graph constitute the input.
Obviously, the latter case is harder. When the disk representation is given
as part of the input, we present on-line algorithms with significantly bet-
ter competitive ratios than the known results in the literature obtained by
deterministic on-line algorithms. Note that, the competitive ratios achie-
ved by our algorithms outperform those obtained by deterministic on-line
algorithms. Furthermore, our algorithms can extend also to more general
cases that model the call control problem in networks of transmitters obtai-
ning similar competitive ratios. When the disk representation is not given
as part of the input, we prove lower bounds indicating that a particularly
simple, intuitive, deterministic on-line algorithm can achieve a competitive
ratio which is asymptotically optimal. This particular result implies that
the use of randomization cannot help in improving the competitiveness of
on-line independent set algorithms. For the coloring problem in disk gra-
phs, we present a new on-line algorithm that does not make use of the disk
representation and achieves a competitive ratio similar to the one obtained
by the best-known algorithm in the literature that uses the disk representa-
tion. This particular result significantly improves the best previously known
upper bound for on-line coloring algorithms that do not use the disk repre-
sentation.
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Kef�laio 1Eisagwg H an�ptuxh twn diktÔwn epikoinwn�a pou suntelèsthke ta teleuta�a qrì-nia me thn an�ptuxh, egkat�stash kai paroq  sto qr sth euèliktwn asÔrma-twn kai kinht¸n diktÔwn (p.q., d�ktua kinht  thlefwn�a, bluetooth, asÔr-mata d�ktua tÔpou ad hoc, d�ktua aisjht rwn, asÔrmata euruzwnik� d�ktua,klp.) den sunodeÔthke apì ant�stoiqou newterismoÔ se mejìdou kai teqni-kè gia thn apodotik  prìsbash sta nèa mèsa met�dosh kai thn axiopo�hs tou. H qr sh twn nèwn mèswn met�dosh sun jw bas�zetai se teqnikè pouqrhsimopoi jhkan me epituq�a sto pareljìn kai oi opo�e ìmw suqn� apodeik-nÔontai mh apodotikè s mera sthn pr�xh. E�nai plèon anagka�a h an�ptuxhnèwn prwtokìllwn kai algor�jmwn pou ja epitrèpoun thn apodotik  qr shtwn nèwn mèswn me trìpo pou ja lamb�nei upìyh ta idia�tera qarakthristik�tou.To prìblhma th an�jesh suqnot twn èqei pollè efarmogè sta asÔr-mata d�ktua epikoinwn�a (radio networks) kai sta kuyelik� d�ktua (mobile
- cellular networks), kai afor� sthn an�jesh suqnot twn se metadìte s -mato ¸ste na apofeuqjoÔn   na elaqistopoihjoÔn oi parembolè (oi opo�esumba�noun ìtan pompo� pou ekpèmpoun sthn �dia   se kontinè gewgrafikèperioqè leitourgoÔn sthn �dia   se geitonikè suqnìthte). Lìgw twn su-neq¸n auxanìmenwn apait sewn gia epikoinwn�a oi opo�e te�noun na uperke-r�soun thn aÔxhsh sto ekmetalleÔsimo f�sma, h an�gkh gia apotelesmatik diaqe�rish tou f�smato apaite� thn an�jesh suqnot twn kat� bèltisto  sqedìn bèltisto trìpo. 'Otan mia sugkekrimènh suqnìthta qrhsimopoie�taise mia kuyèlh tou diktÔou de mpore� na qrhsimopoihje� gia �llh kl sh sthnkuyèlh aut  kai sti geitonikè th, giat� oi kl sei ja paremb�llontai me-taxÔ tou. Apì thn �llh pleur�, h suqnìthta aut  mpore� na qrhsimopoihje�gia na uposthr�xei kl sei se gewgrafik� apomakrusmène kuyèle (epana-1



qrhsimopo�hsh suqnot twn).Se èna asÔrmato d�ktuo epikoinwn�a h akt�na (embèleia) met�dosh twnpomp¸n sun jw epikalÔptetai. An upojèsoume ìti èna dèkth qrhsimopoie�k�poia sugkekrimènh suqnìthta, e�nai gnwstì ìti ìtan up�rqoun parembo-lè apì �llou pompoÔ th perioq , to lambanìmeno s ma upobajm�zetai.Oi parembolè mporoÔn na dhmiourgoÔntai apì pompoÔ pou metad�doun qrh-simopoi¸nta thn �dia suqnìthta kai br�skontai sthn �dia perioq , all� kaiapì pompoÔ pou metad�doun qrhsimopoi¸nta ��kontinè �� suqnìthte, afoÔpraktik� oÔte oi pompo� all� oÔte kai oi dèkte leitourgoÔn akrib¸ sthnprokajorismènh suqnìthta. To prìblhma se aut  thn kathgor�a diktÔwn e�-nai, me dedomèno èna sÔnolo pomp¸n na kajoriste� h suqnìthta leitourg�atou kajenì, ¸ste na elaqistopoihjoÔn oi parembolè, o mègisto arijmìsuqnot twn pou èqei anateje� kai o arijmì twn diaforetik¸n suqnot twnpou èqoun qrhsimopoihje�/anateje�. Oi apodotikè teqnikè an�jesh suqno-t twn se èna kuyelikì d�ktuo prèpei na eggu¸ntai ìti den sumba�noun parem-bolè kai na megistopoioÔn thn epanaqrhsimopo�hsh suqnot twn sto d�ktuo,¸ste na up�rqoun ìso to dunatìn perissìtere suqnìthte diajèsime se k�-je kuyèlh kai par�llhla na megistopoie�tai o arijmì twn kl sewn pou mpore�na uposthr�xei to d�ktuo. Oi algìrijmoi kai oi teqnikè autè qwr�zontai sedi�fore kathgor�e me b�sh ton trìpo pou diamoir�zontai oi suqnìthte kaiton trìpo ektèlesh twn algor�jmwn sto d�ktuo. Stou algor�jmou staje-r¸n anajèsewn, g�netai arqik� k�poia kataq¸rhsh suqnot twn sti kuyèle¸ste na kalÔptontai oi an�gke th perioq  pou kalÔptei h k�je m�a (p.q.perissìtere suqnìthte se mia kuyèlh pou kalÔptei mia puknokatoikhmènhperioq ) kai na exasfal�zetai meg�lh epanaqrhsimopo�hsh suqnot twn. Oialgìrijmoi stajer¸n anajèsewn e�nai sun jw aplo� all� den prosarmìzon-tai eÔkola sti allagè fìrtou sto d�ktuo kai katanom  twn kl sewn. Giana antimetwpiste� to prìblhma th prosarmostikìthta sti allagè fìrtou(ìtan se m�a perioq  me mikrì arijmì diajèsimwn suqnot twn emfan�zontaiperissìtere ait sei) èqoun protaje� di�foroi algìrijmoi daneismoÔ suqno-t twn. Oi algìrijmoi dunamik¸n anajèsewn prosarmìzontai perissìtero stiallagè fìrtou all� parousi�zoun megalÔterh poluplokìthta, apait sei seupologistik  isqÔ kai qrìno arqikopo�hsh kl sewn. Mia �llh teqnik  an�-lush kai sqed�ash algor�jmwn dunamik¸n anajèsewn e�nai kai h sugkritik an�lush on-line algor�jmwn (algor�jmwn pou apofas�zoun poie ait sei jaikanopoi soun qwr� na gnwr�zoun ti mellontikè ait sei, ìpw sumba�neista pragmatik� kuyelik� d�ktua). Me b�sh thn teqnik  aut  h apìdosh enì
on-line algor�jmou p�nw se mia �gnwsth akolouj�a ait sewn sugkr�netai meaut  tou bèltistou algor�jmou p�nw sthn �dia akolouj�a (h apìdosh ekfr�zeiton arijmì twn ait sewn pou èginan apodektè).2



1.1 An�jesh suqnot twn kai èlegqo apodoq kl sewn se asÔrmata d�ktuaJewroÔme asÔrmata d�ktua sta opo�a stajmo� b�sh qrhsimopoioÔntai giathn kataskeu  th apaitoÔmenh upodom . Se tètoia d�ktua, h arqitektonik prosèggish pou qrhsimopoie�tai e�nai h ex . Mia gewgrafik  perioq  sthnopo�a lamb�nei q¸ra h epikoinwn�a qwr�zetai se mikrìtere perioqè. K�jemia apì autè e�nai h perioq  embèleia enì stajmoÔ b�sh. Oi stajmo� b�-sh diasundèontai mèsw enì diktÔou uyhl  taqÔthta. 'Otan èna qr sthA epijume� na epikoinwn sei me k�poion qr sth B, èna monop�ti prèpei na eg-kajidruje� metaxÔ twn stajm¸n b�sh twn perioq¸n sti opo�e br�skontaioi qr ste A kai B. Sth sunèqeia h epikoinwn�a pragmatopoie�tai se tr�a b -mata: (a) asÔrmath epikoinwn�a metaxÔ tou A kai tou stajmoÔ b�sh tou, (b)epikoinwn�a metaxÔ twn stajm¸n b�sh, kai (g) asÔrmath epikoinwn�a metaxÔtou B kai tou stajmoÔ b�sh tou. Epomènw, h met�dosh enì mhnÔmatoapì ton A sto B apaite� pr¸ta epikoinwn�a metaxÔ tou A kai tou stajmoÔb�sh tou, sth sunèqeia o stajmì b�sh tou A stèlnei to m numa sto staj-mì b�sh tou B o opo�o ja to metad¸sei ston B. Toul�qisto èna stajmìb�sh summetèqei sthn epikoinwn�a akìma ki an kai oi dÔo qr ste br�skontaisthn �dia perioq    mìno èna apì tou dÔo apotele� tm ma tou asÔrmatoudiktÔou (kai o �llo qrhsimopoie� gia par�deigma to Dhmìsio ThlefwnikìD�ktuo PSTN).Pollo� qr ste sthn �dia perioq  mporoÔn na epikoinwnoÔn tautìqrona meto stajmì b�sh tou. Autì mpore� na epiteuqje� mèsw th teqnik  polÔple-xh diamoirasmoÔ suqnìthta (FDM). O stajmì b�sh e�nai upeÔjuno giathn an�jesh diakrit¸n suqnot twn apì to diajèsimo f�sma stou qr steètsi ¸ste na apofeÔgontai oi parembolè sthn �dia kuyèlh   metaxÔ geitoni-k¸n kuyel¸n. Epeid  to diajèsimo f�sma suqnot twn e�nai periorismèno, toshmantikì prìblhma pou anakÔptei sqet�zetai me thn apodotik  epanaqrhsi-mopo�hsh twn suqnot twn.Oi parembolè se èna kuyelikì d�ktuo mporoÔn na anaparastajoÔn mèswenì graf mato parembol¸n G. Oi korufè tou graf mato antistoiqoÔnse kuyèle kai mia akm  (u, v) sto gr�fhma dhl¸nei ìti h an�jesh th �dia su-qnìthta se dÔo qr ste pou br�skontai sti kuyèle pou antistoiqoÔn stikorufè u kai v ja prokalèsei parembolè. Sth genik  per�ptwsh, oi staj-mo� b�sh den e�nai isodÔnamoi (dhl., den èqoun thn �dia embèleia) kai den e�naikatanemhmènoi omoiìmorfa sto d�ktuo, ki epomènw oi kuyèle èqoun akanìni-sta sq mata. 'Ena tètoio d�ktuo kai to ant�stoiqo gr�fhma parembol¸n toufa�nontai sto Sq ma 1.1. 3



Sq ma 1.1: 'Ena asÔrmato kuyelikì d�ktuo kai to ant�stoiqo gr�fhma parem-bol¸n.Sthn idanik  per�ptwsh, jewroÔme omoiìmorfh katanom  panomoiìtupwnstajm¸n b�sh sto d�ktuo, kaj¸ ep�sh kai ìti h perioq  embèleia enìstajmoÔ b�sh e�nai èna kÔklo, o opo�o, gia lìgou aplìthta, kanoni-kopoie�tai san èna kanonikì ex�gwno. 'Ena ideatì asÔrmato kuyelikì d�ktuoparousi�zetai sto aristerì mèro tou Sq mato 1.2.Parembolè dhmiourgoÔntai ìtan h �dia suqnìthta anat�jetai se qr stepou br�skontai sthn �dia   se geitonikè kuyèle. Enallaktik�, se aut  thnper�ptwsh, lème ìti to kuyelikì d�ktuo èqei apìstash epanaqrhsimopo�hsh
2. GenikeÔonta aut  thn par�metro, pa�rnoume kuyelik� d�ktua me apìstashepanaqrhsimopo�hsh k sta opo�a parembolè metaxÔ qrhst¸n stou opo�-ou èqei anateje� h �dia suqnìthta apofeÔgontai an kai mìnon an oi qr stebr�skontai se kuyèle me apìstash toul�qisto k metaxÔ tou. To gr�fh-ma parembol¸n enì kuyelikoÔ diktÔou me apìstash epanaqrhsimopo�hsh 2parousi�zetai dexi� sto Sq ma 1.2.
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Sq ma 1.2: 'Ena kuyelikì d�ktuo kai to ant�stoiqo gr�fhma parembol¸n anh apìstash epanaqrhsimopo�hsh e�nai 2.4



Or�zoume w bajmì mia kuyèlh v ton arijmì twn geitonik¸n kuyel¸n th
v. O bajmì tou diktÔou e�nai o mègisto apì tou bajmoÔ ìlwn twn kuyel¸ntou diktÔou. IsodÔnama, o bajmì tou diktÔou e�nai o mègisto bajmì touant�stoiqou graf mato parembol¸n.Se asÔrmata d�ktua, dedomènwn qrhst¸n pou epijumoÔn na epikoinwn -soun, dÔo e�nai ta probl mata pou parousi�zoun idia�tero endiafèron kaiapoteloÔn antike�meno melèth th paroÔsa diatrib :

• To prìblhma an�jesh suqnot twn, stìqo tou opo�ou e�nai h an�jeshsuqnot twn stou qr ste kat� tètoion trìpo ¸ste na apofeÔgontaiparembolè kai na elaqistopoie�tai o arijmì twn qrhsimopoioÔmenwnsuqnot twn.
• To prìblhma elègqou apodoq  kl sewn, stìqo tou opo�ou e�nai ka-tanom  enì f�smato w diajèsimwn suqnot twn stou qr ste ètsi¸ste na apofeÔgontai parembolè kai na megistopoie�tai o arijmì twnqrhst¸n pou exuphretoÔntai.JewroÔme ìti oi kl sei pou antistoiqoÔn se qr ste pou epijumoÔnna epikoinwn soun emfan�zontai sti kuyèle tou diktÔou me on–line trìpo.'Otan emfan�zetai mia kl sh, èna algìrijmo an�jesh suqnot twn exuphre-te� thn kl sh anajètonta se aut  e�te m�a apì ti suqnìthte pou  dh qrh-simopoioÔntai e�te k�poia kainoÔria, en¸ èna algìrijmo elègqou apodoq kl sewn apofas�zei e�te na apodeqte� thn kl sh (anajètonta mia suqnìthtase aut ), e�te na thn aporr�yei. Kai sti dÔo peript¸sei stìqo e�nai h me-gistopo�hsh tou kèrdou me thn tautìqronh apofug  twn parembol¸n, dhl.,th qrhsimopo�hsh ìswn to dunatìn ligìterwn suqnot twn kai th exuph-rèthsh ìso to dunatìn perissìterwn qrhst¸n, ant�stoiqa. Apì th stigm pou mia kl sh èqei g�nei apodekt , de mpore� na aporrifje� (preempted). Epi-plèon, h suqnìthta pou anatèjhke sthn kl sh de mpore� na tropopoihje� stomèllon. JewroÔme ìti ìle oi kl sei èqoun �peirh di�rkeia, upìjesh poue�nai isodÔnamh me th je¸rhsh kl sewn �dia di�rkeia.1.2 EÔresh anex�rthtwn sunìlwn kai qrwmatismo�grafhm�twnTo prìblhma an�jesh suqnot twn se asÔrmata d�ktua isoduname� me toprìblhma poluqrwmatismoÔ twn koruf¸n enì graf mato. Sugkekrimèna,dedomènou tou graf mato parembol¸n enì asÔrmatou kuyelikoÔ diktÔou,an fantastoÔme ti suqnìthte sa qr¸mata, tìte h an�jesh suqnot twn5



stou qr ste tou diktÔou isoduname� me to qrwmatismì twn koruf¸n tougraf mato parembol¸n. O qrwmatismì prèpei na qrhsimopoie� ton el�qistodunatì arijmì qrwm�twn (dhl., h epikoinwn�a twn qrhst¸n na epitugq�netaime th qr sh tou el�qistou dunatoÔ arijmoÔ suqnot twn) kai korufè tougraf mato parembol¸n metaxÔ twn opo�wn up�rqei akm  prèpei na lamb�noundiaforetikì qr¸ma (dhl., qr ste pou e�nai ��kont��� me b�sh thn apìstashepanaqrhsimopo�hsh tou diktÔou, na lamb�noun diaforetikè suqnìthte).To prìblhma elègqou apodoq  kl sewn se asÔrmata d�ktua apotele� ge-n�keush tou probl mato eÔresh mègistwn anex�rthtwn sunìlwn se graf -mata. Kai sthn per�ptwsh aut , dedomènou tou graf mato parembol¸n enìasÔrmatou kuyelikoÔ diktÔou kai enì f�smato w diajèsimwn suqnot twn,an fantastoÔme ti suqnìthte sa qr¸mata, autì pou prèpei na petÔqoumee�nai na qrwmat�soume ìso mporoÔme perissìtere korufè tou graf mato(dhl., na exuphret soume ìsou perissìterou qr ste mporoÔme) qrhsimo-poi¸nta ta w diajèsima qr¸mata (dhl., ti w diajèsime suqnìthte). 'Otanmìno m�a suqnìthta e�nai diajèsimh (w = 1) to prìblhma e�nai isodÔnamo meto prìblhma eÔresh mègistou anax�rthtou sunìlou.'Ara, sthn per�ptwsh tou probl mato an�jesh suqnot twn se asÔr-mata (kuyelik�) d�ktua, autì pou ousiastik� prospajoÔme na lÔsoume bèl-tista e�nai to ant�stoiqo prìblhma el�qistou qrwmatismoÔ tou upoke�menougraf mato parembol¸n tou diktÔou. En¸, sthn per�ptwsh tou probl matoelègqou apodoq  kl sewn se asÔrmata (kuyelik�) d�ktua, prospajoÔme nad¸soume bèltiste lÔsei sto prìblhma eÔresh mègistwn anex�rthtwn sunì-lwn sto upoke�meno gr�fhma parembol¸n tou diktÔou. AsqoloÔmaste me ti
on-line ekdoqè twn problhm�twn eÔresh anex�rthtwn sunìlwn kai qrwma-tismoÔ. Autì shma�nei ìti de gnwr�zoume ek twn protèrwn to gr�fhma all�oi korufè tou emfan�zontai stadiak�, kai k�je for� pou emfan�zetai mianèa koruf , o algìrijmì ma prèpei na apofas�sei qwr� na gnwr�zei poÔja emfaniste� h epìmenh, e�te an ja qrwmat�sei thn koruf  me k�poio apìta qr¸mata pou  dh èqoun qrhsimopoihje�   ja qrhsimopoi sei èna kainoÔrioepiplèon qr¸ma, e�te an ja sumperil�bei mia koruf  sto trèqon anex�rthtosÔnolo,   ja kataskeu�sei èna nèo.1.3 Ekt�mhsh apìdosh on–line algor�jmwnH sugkritik  an�lush [54℄ èqei qrhsimopoihje� gia thn ekt�mhsh th apì-dosh on–line algor�jmwn gia di�fora probl mata. Sthn per�ptws  ma,dedomènh mia akolouj�a kl sewn, h apìdosh enì on–line algìrijmou Asugkr�netai me thn apìdosh tou bèltistou algìrijmou OPT .6



Gia thn ekt�mhsh th apìdosh algor�jmwn an�jesh suqnot twn, kaloÔ-me CA(σ) to kìsto enì on-line algor�jmou A gia mia akolouj�a kl sewn
σ, dhl. ton arijmì twn suqnot twn pou qrhsimopoie� o algìrijmo A, kai
COPT (σ) to kìsto tou bèltistou algìrijmou OPT . An o algìrijmo Ae�nai nteterministikì, or�zoume to sugkritikì lìgo apìdosh ρ w

ρ = max
σ

CA(σ)

COPT (σ)
,ìpou to mègisto lamb�netai metaxÔ ìlwn twn pijan¸n akolouji¸n kl sewn.An o algìrijmo A e�nai pijanotikì, or�zoume to sugkritikì lìgo apìdos tou ρ w

ρ = max
σ

E [CA(σ)]

COPT (σ)
,ìpou E [CA(σ)] e�nai h mèsh tim  tou arijmoÔ twn suqnot twn pou qrhsimo-poioÔntai apì ton algìrijmo A, kai to mègisto lamb�netai metaxÔ ìlwn twndunat¸n akolouji¸n kl sewn pou e�nai dunatìn na parousiastoÔn ston al-gìrijmo.Gia thn ekt�mhsh th apìdosh algor�jmwn elègqou apodoq  kl sewn,èstw BA(σ) to kèrdo apì thn ektèlesh enì on–line algìrijmou A gia thnakolouj�a kl sewn σ, dhlad  o arijmì twn kl sewn th akolouj�a σ poug�nontai apodektè apì ton algìrijmo A kai BOPT (σ) to kèrdo apì thnektèlesh tou bèltistou algìrijmou OPT . Sthn per�ptwsh pou o A e�nainteterministikì, or�zoume w sugkritikì lìgo apìdos  tou ρ ton

ρ = max
σ

BOPT (σ)

BA(σ)
,ìpou to mègisto lamb�netai metaxÔ ìlwn twn pijan¸n akolouji¸n kl sewn.Sthn per�ptwsh pou oA e�nai pijanotikì algìrijmo, or�zoume w sugkritikìlìgo apìdosh ρ to

ρ = max
σ

BOPT (σ)

E [BA(σ)]
,ìpou E [BA(σ)] e�nai h mèsh tim  tou arijmoÔ kl sewn pou g�nontai dektèapì ton A, kai to mègisto lamb�netai metaxÔ ìlwn twn dunat¸n akolouji¸nkl sewn pou e�nai dunatìn na parousiastoÔn ston algìrijmo.Sun jw, sugkr�noume thn apìdosh nteterministik¸n algor�jmwn me off–

line antip�lou (off–line adversaries), dhlad  antip�lou pou gnwr�zoun ektwn protèrwn th sumperifor� tou nteterministikoÔ algor�jmou. Gia pijano-tikoÔ algìrijmou jewroÔme antip�lou ��qwr� mn mh�� (oblivious adversa-
ries) twn opo�wn h gn¸sh perior�zetai sthn katanom  pijanìthta twn tuqa�wnepilog¸n tou pijanotikoÔ algor�jmou.7



1.4 H suneisfor� th diatrib Sthn paroÔsa diatrib , melet�me thn on–line ekdoq  kai twn problhm�twnkatanom  suqnot twn kai elègqou apodoq  kl sewn me qr sh th mejìdousugkritik  an�lush. Parousi�zoume nèou algor�jmou kai k�tw fr�gmatagia kuyelikè, ep�pede kai auja�rete diktuakè topolog�e.Gia to prìblhma th an�jesh suqnot twn se kuyelik� d�ktua me apì-stash epanaqrhsimopo�hsh 2, belti¸noume ton kalÔtero gnwstì sugkritikìlìgo apìdosh pou e�nai toul�qiston 3 kai epitugq�netai apì ton algìrijmoStajer¸n Anajèsewn. Sugkekrimèna, qrhsimopoi¸nta sugkritik  an�lushgia ton �plhsto algìrijmo, apodeiknÔoume ìti o sugkritikì lìgo apìdos tou e�nai toul�qisto 2.429 kai to polÔ 2.5. Ta apotelèsmata aut� parousi�-zontai sto Kef�laio 2.Gia thn on-line ekdoq  tou probl mato elègqou kl sewn,parousi�zoumeton algìrijmo p-random, ènan pijanotikì algìrijmo pou qrhsimopoie� tu-qaiìthta k�je for� pou emfan�zetai mia a�thsh epikoinwn�a (dhl. qrhsimo-poie� tuqaiìthta pou e�nai an�logh me to mègejo tou diktÔou) se asÔrmatad�ktua me apìstash epanaqrhsimopo�hsh 2 pou uposthr�zoun m�a suqnìthta.ApodeiknÔoume ìti o sugkritikì lìgo apìdos  tou e�nai metaxÔ 2, 469 kai
2, 651 jewr¸nta antip�lou ��qwr� mn mh��. Me ton trìpo autì, katarr�-ptoume to k�tw fr�gma me tim  3, pou e�nai o el�qisto dunatì sugkritikìlìgo apìdosh gia nteterministikoÔ algìrijmou se asÔrmata kuyelik� d�-ktua. H an�lus  ma epekte�netai se kuyelik� d�ktua me graf mata parembo-l  stajeroÔ   kai auja�retou bajmoÔ. Sth sunèqeia, belti¸noume shmantik�autì ta parap�nw apotelèsmata parousi�zonta mia seir� apl¸n pijanoti-k¸n algor�jmwn pou èqoun sugkritikoÔ lìgou apìdosh mikrìterou apì
3, douleÔoun gia d�ktua pou uposthr�zoun auja�reta pollè suqnìthte, kaiqrhsimopoioÔn mìno stajerì arijmì tuqa�wn duadik¸n yhf�wn   mia sugkri-tik� asjen  phg  tuqaiìthta. To kalÔtero p�nw fr�gma gia to sugkritikìlìgo apìdosh pou petuqa�noume e�nai 7/3.Gia kuyelik� d�ktua me apìstash epanaqrhsimopo�hsh k > 2, parousi�-zoume aploÔ pijanotikoÔ on-line algor�jmou elègqou apodoq  kl sewnme sugkritikoÔ lìgou apìdosh pou belti¸noun shmantik� ta k�tw fr�gma-ta gia tou sugkritikoÔ lìgou apìdosh twn nteterministik¸n algor�jmwnkai qrhsimopoioÔn O(log k) tuqa�a duadik� yhf�a   asjene� phgè tuqaiìth-ta. Oi algìrijmoi auto� epitugq�noun sugkritikoÔ lìgou apìdosh arket�kalÔterou apì 4. Epiplèon, qrhsimopoi¸nta thn Arq  Minimax tou Yao(Yao’s Minimax Principle) apodeiknÔoume mia seir� apì k�tw fr�gmata metimè 13/7, 25/12, kai 127/60 gia kuyelik� d�ktua me apìstash epanaqrhsi-mopo�hsh k ≥ 2, k ≥ 5 kai k ≥ 12, ant�stoiqa kai me tim  2.086 gia d�ktua8



me ep�peda graf mata parembol¸n.Ta apotelèsmata sqetik� me to prìblhma tou elègqou apodoq  kl -sewn parousi�zontai sto Kef�laio 3. Sto Kef�laio 4, melet�me ti on-lineekdoqè twn dÔo jemeliwd¸n grafojewrhtik¸n problhm�twn, th eÔreshmègistou anex�rthtou sunìlou kai tou el�qistou qrwmatismoÔ grafhm�twn,gia thn per�ptwsh grafhm�twn d�skwn, dhlad  grafhm�twn pou prokÔptounapì ti tomè d�skwn sto ep�pedo. Gia to prìblhma eÔresh anex�rthtwnsunìlwn, exet�zoume to an h qr sh tuqaiìthta bohj� sthn belt�wsh tousugkritikoÔ lìgou apìdosh on-line algor�jmwn. Upojètoume ìti oi akolou-j�e twn d�skwn epilègontai apì antip�lou qwr� mn mh, dhl., antip�lou poude gnwr�zoun ti tuqa�e epilogè twn algor�jmwn (all� endeqomènw gnwr�-zoun thn pijanotik  katanom  me b�sh thn opo�a o algìrijmo pragmatopoie�ti tuqa�e epilogè tou). ApodeiknÔoume ìti, genik�, h qr sh tuqaiìthtade bohj�ei apènanti se antip�lou qwr� mn mh akìma kai sthn per�ptwshpou d�netai h anapar�stash twn d�skwn, dhl., kataskeu�zoume akolouj�ed�skwn gia ti opo�e kanèna (akìma kai pijanotikì) on-line algìrijmo dempore� na èqei sugkritikì lìgo apìdosh kalÔtero apì Ω(n). Gia thn per�-ptwsh pou de d�netai h anapar�stash twn d�skwn, apodeiknÔoume èna k�twfr�gma Ω(min{n, σ2}) gia to sugkritikì lìgo apìdosh on-line algor�jmwngia σ-fragmèna graf mata d�skwn (dhl. graf mata ìpou oi kìmboi antistoi-qoÔn se d�skou me akt�ne metaxÔ 1 kai σ) me n korufè pou shma�nei ìti oalgìrijmo First-Fit e�nai bèltisto w pro èna mikrì stajerì par�gonta.Gia thn per�ptwsh σ-fragmènwn grafhm�twn d�skwn ìtan d�netai h anapar�-stash twn d�skwn, parousi�zoume pijanotikoÔ algìrijmou me sugkritikìlìgo apìdosh sqedìn logarijmikì w pro σ kai apodeiknÔoume ìti oi algì-rijmoi auto� e�nai bèltistoi. Gia graf mata monadia�wn d�skwn (dhl. d�skwnme thn �dia akt�na), parousi�zoume ènan pijanotikì algìrijmo me sugkritikìlìgo apìdosh 4.41 (pou e�nai mikrìtero apì to k�tw fr�gma me tim  5 giato sugkritikì lìgo apìdosh nteterministik¸n algor�jmwn). ApodeiknÔoumeep�sh k�tw fr�gmata me timè 2.5 kai 3 gia to sugkritikì lìgo apìdoshpijanotik¸n algor�jmwn gia graf mata monadia�wn d�skwn. Gia to prìblhmaqrwmatismoÔ, de�qnoume p¸ mpore� na epiteuqje� to kalÔtero gnwstì �nwfr�gma O(min{log n, log σ}) gia σ-fragmène akolouj�e n d�skwn akìma kian de d�netai h anapar�stash twn d�skwn.Sunoy�zoume sto Kef�laio 5 parajètonta pijanè kateujÔnsei gia mel-lontik  èreuna sqetik� me ta probl mata pou melet�me.
9
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Kef�laio 2An�jesh suqnot twn sekuyelik� d�ktuaSto kef�laio autì, melet�me to prìblhma th an�jesh suqnot twn sekuyelik� d�ktua. AsqoloÔmaste me thn on-line ekdoq  tou probl mato.EÔresh lÔsewn gia thn on-line ekdoq  tou probl mato an�jesh suqno-t twn shma�nei to sqediasmì on-line prwtokìllwn gia thn an�jesh suqnot -twn sto d�ktuo ¸ste na apofeÔgontai oi parembolè dedomènou ìti to pl jotwn kl sewn an� kuyèlh diaforopoie�tai me to pèrasma tou qrìnou.To prìblhma an�jesh suqnot twn sth statik  tou morf  sumperilam-banomènwn twn periorism¸n gia apofug  parembol¸n mpore� na ekfraste� wex . 'Estw G = (V, E, w) èna gr�fhma parembol¸n ìpou k�je koruf  v ∈ Vèqei èna mh arnhtikì akèraio b�ro, w(v) ≥ 0. To gr�fhma G montelopoie�èna statikì stigmiìtupo tou diktÔou se k�poia dedomènh qronik  stigm , oikorufè tou anaparistoÔn kuyèle kai ta b�rh anaparistoÔn ton arijmì twnkl sewn se k�je kuyèlh pou apaitoÔn exuphrèthsh. To prìblhma e�nai okat�llhlo poluqrwmatismì tou graf mato G, dhl., h an�jesh w(v) dia-foretik¸n suqnot twn se k�je koruf  v ètsi ¸ste gia k�je akm , (u, v) ∈ E,ta sÔnola twn qrwm�twn pou anat�jentai sta �kra th u kai v, na e�nai xènametaxÔ tou. Kìsto tou poluqrwmatismoÔ e�nai o sunolikì arijmì twnqrhsimopoioÔmenwn qrwm�twn. Sugkekrimèna, stìqo e�nai èna kat�llhlopoluqrwmatismì tou graf mato G me eÔro �so me ton el�qisto arijmìqrwm�twn pou apaitoÔntai gia to qrwmatismì tou G, kai sumbol�zetai me
χ(G). Sta pla�sia tou probl mato an�jesh suqnot twn, èna poluqrwma-tismì ìpw or�sthke parap�nw, ekfr�zei me periektikì trìpo thn ous�a twnanagka�wn periorism¸n gia apofug  parembol¸n: k�je qr¸ma anaparist� miadiaforetik  suqnìthta kai mpore� na qrhsimopoihje� h �dia suqnìthta gia dÔo11



kl sei an kai mìnon an oi kl sei proèrqontai apì diaforetikè, amoiba�a mhgeitonikè kuyèle. Sun jw, antistoiqoÔme to diajèsimo sÔnolo qrwm�twnsto sÔnolo twn fusik¸n arijm¸n. Gia thn ekt�mhsh th upologistik  po-luplokìthta th statik  ekdoq  tou probl mato an�jesh suqnot twn,or�zoume arqik� to b�ro mia mègisth kl�ka sto gr�fhma G san to �jroi-sma twn bar¸n twn koruf¸n pou an koun sthn kl�ka. Profan¸, o χ(G) jae�nai toul�qiston �so me to b�ro th mègisth kl�ka sto gr�fhma, afoÔ o
G e�nai upogr�fhma tou trigwnikoÔ plègmato, oi mìne mègiste kl�ke jae�nai   apomonwmène korufè,   akmè   tr�gwna.'Eqei apodeiqje� ìti to prìblhma tou bèltistou poluqrwmatismoÔ exagw-nik¸n grafhm�twn e�nai NP−dÔskolo [48℄. 'Oson afor� sta �nw fr�gmata,up�rqei eure�a sqetik  bibliograf�a gia algor�jmou an�jesh suqnot twnsÔmfwna me thn opo�a oi algìrijmoi sthn pr�xh qrhsimopoioÔn l�ga qr¸mata,all� den èqoun parousiaste� tekmhriwmèna fr�gmata gia thn apìdos  tou([18℄, [40℄, [41℄, [53℄, [60℄). 'Ena polÔ gnwstì algìrijmo e�nai o algìrijmoStajer¸n Anajèsewn, pou bas�zetai sto ìti to upoke�meno gr�fhma mpore�na qrwmatiste� me 3 qr¸mata, kai qrhsimopoie� tr�a prokajorismèna, xèna me-taxÔ tou, sÔnola qrwm�twn, èna gia k�je basikì qr¸ma. SÔmfwna me tonalgìrijmo, mia koruf  me basikì qr¸ma 1 qrhsimopoie� qr¸mata apì to pr¸tosÔnolo, kai mia koruf  me basikì qr¸ma 2   3 qrhsimopoie� qr¸mata apì todeÔtero   to tr�to sÔnolo, ant�stoiqa. O algìrijmo Stajer¸n Anajèsewne�nai èna proseggistikì algìrijmo me lìgo prosèggish 3. Oi Janssen kai�lloi sthn ergas�a [37℄ prote�noun ton algìrijmo Anajèsewn Stajer  Pro-t�mhsh pou de qrhsimopoie� parap�nw apì 3

2 forè ton el�qisto apaitoÔmenoarijmì qrwm�twn. Proseggistiko� algìrijmoi me lìgo prosèggish 4
3 èqounparousiaste� sti ergas�e [48℄ kai [49℄. Sthn on-line ekdoq  tou probl matoan�jesh suqnot twn, ta b�rh twn kìmbwn metab�llontai (aux�nontai) me toqrìno. Oi metabolè autè montelopoioÔntai san mia akolouj�a grafhm�twnparembol¸n, Gt = (V, E, wt) : t ≥ 0, ìpou wt e�nai to sÔnolo twn kl sewnpou prèpei na exuphrethjoÔn th qronik  stigm  t. Th qronik  stigm  t, èna

on-line algìrijmo prèpei na apofas�sei p¸ ja qrwmat�sei to gr�fhma Gtprin proqwr sei sto gr�fhma Gt+1 th qronik  stigm  t + 1. O qrwmatismìprèpei na g�nei qwr� gn¸sh twn epìmenwn grafhm�twn th akolouj�a.Up�rqei shmantik  bibliograf�a sqetik� me thn on-line ekdoq  tou pro-bl mato qrwmatismoÔ grafhm�twn (p.q., ergas�e [57℄, [43℄, [35℄), sÔmfwname thn opo�a oi korufè tou graf mato pou prèpei na qrwmatiste� emfan�-zontai m�a m�a an� qronikì b ma, kai o algìrijmo prèpei na anajèsei ènaqr¸ma se k�je m�a apì autè.H statik  ekdoq  tou probl mato se kuyelik� d�ktua èqei melethje�sti ergas�e [49℄ kai [48℄, en¸ h ergas�a [38℄ pragmateÔetai thn on–line ek-12



doq  tou probl mato. Oi Janssen kai �lloi [38℄ qrhsimopoioÔn sugkritik an�lush gia na ektim soun thn apìdosh arket¸n algor�jmwn katanom  su-qnot twn kai apodeiknÔoun k�tw fr�gmata. MetaxÔ �llwn apotelesm�twn,apodeiknÔoun ìti kanèna on–line nteterministikì algìrijmo katanom  su-qnot twn de mpore� na petÔqei sugkritikì lìgo apìdosh kalÔtero apì 2 en¸anafèroun ton klassikì algìrijmo Stajer¸n Anajèsewn pou èqei sugkriti-kì lìgo apìdosh 3.Sto kef�laio autì, belti¸noume autìn to sugkritikì lìgo apìdosh pa-rousi�zonta mia austhr  sugkritik  an�lush gia ton �plhsto (greedy) al-gìrijmo katanom  suqnot twn (Enìthta 2.2). Eidikìtera, apodeiknÔoume ìtio sugkritikì lìgo apìdos  tou e�nai metaxÔ twn 2.429 kai 2.5. 'Ena prì-sfato kalÔtero k�tw fr�gma pou apodeiknÔetai sthn ergas�a [50℄ de�qnei ìtih an�lush tou �plhstou algìrijmou pou parousi�zoume e�nai austhr .
2.1 O �plhsto algìrijmo an�jesh suqnot twnO algìrijmo Stajer¸n Anajèsewn [38℄ qrhsimopoie� to gegonì ìti togr�fhma parembol¸n enì kuyelikoÔ diktÔou mpore� na qrwmatiste� me tr�aqr¸mata ta opo�a onom�zoume qr¸mata b�sh. O algìrijmo qrhsimopoie�tr�a stajer� sÔnola suqnot twn, èna gia k�je qr¸ma b�sh. Mia kuyèlhpou èqei qr¸ma b�sh 1 qrhsimopoie� suqnìthte apì to pr¸to sÔnolo giati kl sei pou emfan�zontai se aut  en¸ mia kuyèlh me qr¸ma b�sh 2   3qrhsimopoie� suqnìthte apì to deÔtero   to tr�to sÔnolo ant�stoiqa. EÔkolaapodeiknÔetai ìti o algìrijmo Stajer¸n Anajèsewn qrhsimopoie� to polÔtripl�sie suqnìthte apì autè pou ja qrhsimopoioÔse o bèltisto off–linealgìrijmo.O �plhsto algìrijmo, pou perigr�fetai sth sunèqeia, e�nai èna nte-terministikì algìrijmo gia on–line an�jesh suqnot twn. SÔmfwna me ton�plhsto algìrijmo, oi suqnìthte antistoiqoÔn se jetikoÔ akèraiou 1, 2, ....'Otan emfan�zetai mia kainoÔria kl sh, anat�jetai se aut  h mikrìterh diajè-simh suqnìthta ètsi ¸ste na mhn up�rqoun parembolè me kl sei th �dia hgeitonik¸n kuyel¸n, dhlad  h suqnìthta aut  na mhn èqei anateje� se kl -sei th �dia   geitonik¸n kuyel¸n. Sth sunèqeia parousi�zoume mia sqedìnausthr  sugkritik  an�lush tou �plhstou algor�jmou.13



2.2 An�lush th apìdosh tou �plhstou algìrij-mouSthn enìthta aut  parousi�zoume èna �nw fr�gma gia thn apìdosh tou�plhstou algor�jmou an�jesh suqnot twn. Sugkekrimèna:Je¸rhma 1. O �plhsto algìrijmo katanom  suqnot twn èqei sugkritikìlìgo apìdosh to polÔ 2.5 apènanti se off–line antip�lou ìtan ektele�tai giakuyelik� d�ktua.Apìdeixh. 'Estw σ mia akolouj�a kl sewn pou parousi�zetai se èna kuyelikìd�ktuo kai èstw D o mègisto arijmì kl sewn se k�je tri�da amoiba�a geito-nik¸n kuyel¸n tou diktÔou. Profan¸, o D e�nai apotele� èna k�tw fr�gmagia ton arijmì twn suqnot twn pou apaitoÔntai gia mia bèltisth an�jeshsuqnot twn sthn akolouj�a σ.JewroÔme ìti o �plhsto algìrijmo ektele�tai gia thn akolouj�a kl -sewn σ, kai èstw c0 h kuyèlh pou perièqei thn kl sh sthn opo�a anatèjhke huyhlìterh suqnìthta a0. Ja apode�xoume ìti a0 ≤ 2.5D, dhlad  ìti o �plh-sto algìrijmo e�nai to polÔ 2.5�antagwnistikì se sqèsh me ènan off–lineant�palo.Sumbol�zoume me x0 ton arijmì twn kl sewn sthn kuyèlh c0. Apì tonorismì tou �plhstou algor�jmou, afoÔ h suqnìthta a0 èqei anateje� se miakl sh th kuyèlh c0, oi suqnìthte 1, ..., a0−1 prèpei ep�sh na èqoun anate-je� se kl sei th kuyèlh c0 kai twn geitonik¸n th kuyel¸n. ParathroÔmeìti o arijmì aut¸n twn kl sewn e�nai to polÔ 3D − 2x0. Epomènw, èqoumeton akìloujo periorismì gia thn x0.
x0 ≤ 3D − a0

2
(2.1)Sumbol�zoume ti èxi kuyèle pou perib�lloun th c0, c1, c2, c3, c4, c5, c6,ètsi ¸ste gia thn ant�stoiqh megalÔterh suqnìthta a1, a2, a3, a4, a5, a6 pouèqei anateje� se kl sei aut¸n twn kuyel¸n, na isqÔei h parak�tw anisìthta:

a0 > a1 ≥ a2 ≥ a3 ≥ a4 ≥ a5 ≥ a6Sumbol�zoume ep�sh me yi(j), gia 0 ≤ i 6= j ≤ 6, ton arijmì twn kl sewnsthn kuyèlh cj sti opo�e èqoun anateje� suqnìthte megalÔtere apì thn
ai. Profan¸, e�nai yi(j) ≤ xj , gia 0 ≤ i 6= j ≤ 6.JewroÔme th suqnìthta a1 pou èqei anateje� se k�poia kl sh th kuyèlh
c1. E�nai a1 = a0 − y1(0). Epiplèon, h tim  a1 fr�ssetai �nw apì ton arijmìtwn kl sewn sthn c1 kai ti geitonikè th kuyèle, meiwmèno kat� ti y1(0)14



kl sei th c0 (sti opo�e èqoun anateje� suqnìthte megalÔtere apì thn
a1). Katal goume sto ìti

x1 ≤ 3D − a0

2
(2.2)Gia th suqnìthta a2 pou èqei anateje� se k�poia kl sh th kuyèlh c2, e�nai

a2 ≥ a0 − y2(0) − y2(1) (2.3)Diakr�noume, t¸ra, metaxÔ dÔo basik¸n peript¸sewn.PERIPTWSH I: H kuyèlh c2 e�nai geitonik  me thn c1.
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6Sq ma 2.1: H Per�ptwsh ISthn per�ptwsh aut , h tim  a2 fr�ssetai �nw apì ton arijmì twn kl -sewn sthn c2 kai sti geitonikè th kuyèle, meiwmèno kat� ti y2(0) kl seith c0 kai ti y2(1) kl sei th c1 (sti opo�e èqoun anateje� suqnìthtemegalÔtere apì thn a2). O arijmì twn kl sewn sthn c2 kai sti geitonikèth kuyèle e�nai to polÔ 2D − x2 + x0 + x1. Qrhsimopoi¸nta thn (2.3),pa�rnoume ìti

x2 ≤ 2D + x0 + x1 − a0 (2.4)ParathroÔme ìti o arijmì twn kl sewn sthn c0 kai sti geitonikè th kuyè-le, pou apotele� èna �nw fr�gma gia thn a0, e�nai to polÔ 2D−x0 +x1 +x2.Qrhsimopoi¸nta ti (2.2) kai (2.4), pa�rnoume ìti
a0 ≤ 2D − x0 + x1 + x2

≤ 4D + 2x1 − a0

≤ 7D − 2a0 ⇒

a0 ≤ 7D

3
<

5D

2
.PERIPTWSH II: H kuyèlh c2 den e�nai geitonik  me thn c1.15
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6Sq ma 2.2: H Per�ptwsh IISthn per�ptwsh aut , h tim  a2 fr�ssetai �nw apì ton arijmì twn kl -sewn sthn kuyèlh c2 kai sti geitonikè th kuyèle, meiwmèno kat� ti y2(0)kl sei th kuyèlh c0 (sti opo�e èqoun anateje� suqnìthte megalÔtereapì thn a2). O arijmì twn kl sewn sthn kuyèlh c2 kai sti geitonikè thkuyèle e�nai to polÔ 3D − 2x2. Qrhsimopoi¸nta thn (2.3), pa�rnoume ìti

x2 ≤ 3D − a0 + y2(1)

2
(2.5)Gia th suqnìthta a3 pou èqei anateje� se k�poia kl sh c3, isqÔei ìti

a3 ≥ a0 − y3(0) − y3(1) − y3(2) (2.6)Diakr�noume t¸ra metaxÔ twn epìmenwn tri¸n peript¸sewn.PERIPTWSH II.1: H kuyèlh c3 e�nai geitonik  me thn c1 (kai pijan¸ meth c2).
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6Sq ma 2.3: H Per�ptwsh II.1Sthn per�ptwsh aut , h tim  a3 fr�ssetai �nw apì ton arijmì twn kl -sewn sthn c3 kai sti geitonikè th kuyèle, meiwmèno kat� ti y3(0) kl seisthn kuyèlh c0 kai ti y3(1) kl sei sthn kuyèlh c1 (sti opo�e èqoun ana-teje� suqnìthte megalÔtere apì thn a3). O arijmì twn kl sewn sthnkuyèlh c3 kai sti geitonikè th kuyèle e�nai to polÔ 2D − x3 + x0 + x1.Qrhsimopoi¸nta thn (2.6), pa�rnoume ìti

x3 ≤ 2D + x0 + x1 + y3(2) − a0 (2.7)16



Shmei¸noume ìti o arijmì twn kl sewn sthn kuyèlh c0 kai sti geitonikèth kuyèle, o opo�o apotele� èna �nw fr�gma gia thn tim  a0, e�nai to polÔ
2D − x0 + x1 + x3. Qrhsimopoi¸nta ti (2.2), (2.5), (2.7), kai to gegonììti y3(2) ≤ x2 kai y2(1) ≤ x1, pa�rnoume ìti

a0 ≤ 2D − x0 + x1 + x3

≤ 4D + 2x1 + y3(2) − a0

≤ 4D + 2x1 + x2 − a0

≤ 11D

2
+ 2x1 +

y2(1)

2
− 3a0

2

≤ 11D

2
+

5x1

2
− 3a0

2

≤ 37D

4
− 11a0

4
⇒

a0 ≤ 37D

15
<

5D

2
.PERIPTWSH II.2: H kuyèlh c3 e�nai geitonik  me thn kuyèlh c2 (all�ìqi me thn c1).
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6Sq ma 2.4: H Per�ptwsh II.2Sthn per�ptwsh aut , h tim  a3 fr�ssetai �nw apì ton arijmì twn kl -sewn sthn kuyèlh c3 kai sti geitonikè th kuyèle, meiwmèno kat� ti y3(0)kl sei sthn kuyèlh c0 kai ti y3(2) kl sei sthn kuyèlh c2 (sti opo�eèqoun anateje� suqnìthte megalÔtere a3). O arijmì twn kl sewn sthnkuyèlh c3 kai sti geitonikè th kuyèle e�nai to polÔ 2D − x3 + x0 + x2.Qrhsimopoi¸nta thn (2.6), pa�rnoume ìti

x3 ≤ 2D + x0 + x2 + y3(1) − a0 (2.8)Shmei¸noume ìti o arijmì twn kl sewn sthn kuyèlh c0 kai sti geitonikèth kuyèle, o opo�o apotele� èna �nw fr�gma gia thn tim  a0, e�nai to polÔ
2D − x0 + x2 + x3. Qrhsimopoi¸nta ti (2.2), (2.5), (2.8), kai to gegonì17



ìti y3(1) ≤ x1 kai y2(1) ≤ x1, pa�rnoume ìti
a0 ≤ 2D − x0 + x2 + x3

≤ 4D + 2x2 + y3(1) − a0

≤ 4D + x1 + 2x2 − a0

≤ 7D + x1 + y2(1) − 2a0

≤ 7D + 2x1 − 2a0

≤ 10D − 3a0 ⇒

a0 ≤ 5D

2
.PERIPTWSH II.3: H kuyèlh c3 den e�nai geitonik  me ti kuyèle c1 kai

c2.
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6Sq ma 2.5: H Per�ptwsh II.3Sthn per�ptwsh aut , h tim  a3 fr�ssetai �nw apì ton arijmì twn kl -sewn sthn kuyèlh c3 kai sti geitonikè th kuyèle, meiwmèno kat� ti y3(0)kl sei sthn kuyèlh c0 (sti opo�e èqoun anateje� suqnìthte megalÔtereapì thn a3). O arijmì twn kl sewn sthn kuyèlh c3 kai sti geitonikè thkuyèle e�nai to polÔ 3D − 2x3. Qrhsimopoi¸nta thn (2.6), pa�rnoume ìti

x3 ≤ 3D − a0 + y3(1) + y3(2)

2
(2.9)Gia th suqnìthta a4 pou èqei anateje� se k�poia kl sh c4, isqÔei

a4 ≥ a0 − y4(0) − y4(1) − y4(2) − y4(3) (2.10)P�li, diakr�noume metaxÔ twn akìloujwn tri¸n upopeript¸sewn.PERIPTWSH II.3.a: H kuyèlh c4 e�nai geitonik  me ti kuyèle c1 kai c2.Sthn per�ptwsh aut , h tim  a4 fr�ssetai �nw apì ton arijmì twn kl -sewn sthn kuyèlh c4 kai sti geitonikè th kuyèle, meiwmèno kat� ti y4(0)kl sei sthn kuyèlh c0, ti y4(1) kl sei sthn kuyèlh c1, kai ti y4(2) kl sei18
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6Sq ma 2.6: H Per�ptwsh II.3.asthn kuyèlh c2 (sti opo�e èqoun anateje� suqnìthte megalÔtere apì thn

a4). O arijmì twn kl sewn sthn kuyèlh c4 kai sti geitonikè th kuyèlee�nai to polÔ 2D − x4 + x0 + x1. Qrhsimopoi¸nta thn (2.10), pa�rnoume ìti
x4 ≤ 2D + x0 + x1 + y4(3) − a0 (2.11)Shmei¸noume ìti o arijmì twn kl sewn sti kuyèle c5 kai c6 pou e�naigeitonikè me th c3 e�nai x5, x6 ≤ D − x0 − x3. Epomènw, o arijmì twnkl sewn sthn kuyèlh c0 kai sti geitonikè th kuyèle, pou apotele� èna�nw fr�gma gi thn tim  a0, e�nai to polÔ 2D − x0 − x3 + x1 + x2 + x4.Qrhsimopoi¸nta ti (2.2), (2.5), (2.9), (2.11), kai to gegonì ìti y4(3) ≤ x3kai y2(1) ≤ x1, pa�rnoume ìti

a0 ≤ 2D − x0 − x3 + x1 + x2 + x4

≤ 4D − x3 + 2x1 + x2 + y4(3) − a0

≤ 11D

2
+ 2x1 +

y2(1)

2
− 3a0

2

≤ 11D

2
+

5x1

2
− 3a0

2

≤ 37D

4
− 11a0

4
⇒

a0 ≤ 37D

15
<

5D

2
.PERIPTWSH II.3.b: H kuyèlh c4 e�nai geitonik  me ti kuyèle c1 kai c3.
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6Sq ma 2.7: H Per�ptwsh II.3.b19



Sthn per�ptwsh aut , h tim  a4 fr�ssetai �nw apì ton arijmì twn kl -sewn sthn kuyèlh c4 kai sti geitonikè th kuyèle, meiwmèno kat� ti y4(0)kl sei sthn kuyèlh c0, ti y4(1) kl sei sthn kuyèlh c1, kai ti y4(3) kl seisthn kuyèlh c3 (sti opo�e èqoun anateje� suqnìthte megalÔtere apì thn
a4). O arijmì twn kl sewn sthn kuyèlh c4 kai sti geitonikè th kuyèlee�nai to polÔ 2D − x4 + x0 + x1. Qrhsimopoi¸nta thn (2.10), pa�rnoume ìti

x4 ≤ 2D + x0 + x1 + y4(2) − a0 (2.12)Shmei¸noume ìti o arijmì twn kl sewn sthn kuyèlh c0 kai sti geitonikèth kuyèle, pou apotele� èna �nw fr�gma gia thn tim  a0, e�nai to polÔ
2D − x0 + x1 + x4. Qrhsimopoi¸nta ti (2.2), (2.5), (2.9), (2.12), kai togegonì ìti y4(2) ≤ x2 kai y2(1) ≤ x1, pa�rnoume ìti

a0 ≤ 2D − x0 + x1 + x4

≤ 4D + 2x1 + y4(2) − a0

≤ 4D + 2x1 + x2 − a0

≤ 11D

2
+ 2x1 +

y2(1)

2
− 3a0

2

≤ 11D

2
+

5x1

2
− 3a0

2

≤ 37D

4
− 11a0

4
⇒

a0 ≤ 37D

15
<

5D

2
.PERIPTWSH II.3.g: H kuyèlh c4 e�nai geitonik  me ti kuyèle c2 kai c3.
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6Sq ma 2.8: H Per�ptwsh II.3.gSthn per�ptwsh aut , h tim  a4 fr�ssetai �nw apì ton arijmì twn kl -sewn sthn kuyèlh c4 kai sti geitonikè th kuyèle, meiwmèno kat� ti y4(0)kl sei sthn kuyèlh c0, ti y4(2) kl sei sthn kuyèlh c2, kai ti y4(3) kl seisthn kuyèlh c3 (sti opo�e èqoun anateje� suqnìthte megalÔtere apì thn20



a4). O arijmì twn kl sewn sthn kuyèlh c4 kai sti geitonikè th kuyèlee�nai to polÔ 2D − x4 + x0 + x2. Qrhsimopoi¸nta thn (2.10), pa�rnoume ìti
x4 ≤ 2D + x0 + x2 + y4(1) − a0 (2.13)Shmei¸noume ìti o arijmì twn kl sewn sti kuyèle c0 kai sti geitonikèth kuyèle, pou apotele� èna �nw fr�gma gia thn tim  a0, e�nai to polÔ

2D − x0 + x2 + x4. Qrhsimopoi¸nta ti (2.2), (2.5), (2.9), (2.13), kai togegonì ìti y4(1) ≤ x1 kai y2(1) ≤ x1, pa�rnoume ìti
a0 ≤ 2D − x0 + x2 + x4

≤ 4D + 2x2 + y4(1) − a0

≤ 4D + x1 + 2x2 − a0

≤ 7D + x1 + y2(1) − 2a0

≤ 7D + 2x1 − 2a0

≤ 10D − 3a0 ⇒

a0 ≤ 5D

2
.Se k�je per�ptwsh, e�nai a0 ≤ 2.5D. Kai oloklhr¸netai h apìdeixh touJewr mato.2.3 K�tw fr�gma gia thn apìdosh tou �plhstoualgor�jmouSth sunèqeia d�noume èna k�tw fr�gma gia thn apìdosh tou �plhstoualgor�jmou. Sugkekrimèna:Je¸rhma 2. O �plhsto algìrijmo èqei sugkritikì lìgo apìdosh toul�-qisto 2.429 apènanti se ènan off–line ant�palo, ìtan efarmìzetai se kuyelik�d�ktua.Apìdeixh. JewroÔme èna kuyelikì d�ktuo kai mia akolouj�a kl sewn σ′ poufa�netai sto aristerì mèro tou sq mato 2.9. Sti kl sei pou emfan�zontaisto b ma 1 anat�jetai h suqnìthta 1. Se k�je èna apì ta akìlouja b -mata 2 ≤ i ≤ 17, o �plhsto algìrijmo anajètei se ìle ti kl sei pouemfan�zontai sto b ma i th suqnìthta i, afoÔ oi suqnìthte 1, 2, ..., i − 1qrhsimopoioÔntai  dh apì kl sei sthn �dia   se geitonikè kuyèle.'Otan ekteleste� gia thn akolouj�a σ′, o �plhsto algìrijmo qrhsimo-poie� 17 suqnìthte en¸ mia bèltisth an�jesh suqnot twn gia th σ′ me 721
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Sq ma 2.9: To k�tw fr�gma sthn apìdosh tou �plhstou algor�jmou. Ariste-r�, oi akèraioi antistoiqoÔn sto b ma kat� to opo�o emfan�zontai oi kl sei.Dexi� parousi�zetai mia bèltisth an�jesh suqnot twn.suqnìthte parousi�zetai sto dexiì mèro tou sq mato 2.9. Epomènw, osugkritikì lìgo apìdosh tou �plhstou algor�jmou e�nai:
ρ = max

σ

CA(σ)

COPT (σ)
≥ CA(σ′)

COPT (σ′)
=

17

7
≈ 2.429.Se prìsfath ergas�a [50℄ oi Narayanan kai Tang belti¸noun to k�twfr�gma gia thn apìdosh tou �plhstou algìrijmou se 2.5, pou uponoe� ìti hapìdeixh pou parousi�same sthn enìthta 2.2 e�nai austhr .
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Kef�laio 3'Elegqo apodoq  kl sewnse asÔrmata d�ktuaSto kef�laio autì melet�me to prìblhma apodoq  kl sewn pou or�ze-tai w ex : dedomènwn qrhst¸n pou epijumoÔn na epikoinwn soun me toustajmoÔ b�sh tou, to prìblhma apodoq  kl sewn se èna d�ktuo pouuposthr�zei èna f�sma w diajèsimwn suqnot twn sun�statai sthn an�jeshtwn suqnot twn stou qr ste ètsi ¸ste to polÔ w suqnìthte na qrh-simopoioÔntai sunolik�, na apofeÔgontai oi parembolè, kai o arijmì twnexuphretoÔmenwn qrhst¸n na megistopoie�tai.JewroÔme ìti oi kl sei pou antistoiqoÔn se qr ste pou epijumoÔnna epikoinwn soun emfan�zontai sti kuyèle tou diktÔou me on–line trìpo.'Otan ft�nei mia kl sh, èna algìrijmo apodoq  kl sewn apofas�zei e�tena apodeqte� thn kl sh (anajètonta mia suqnìthta se aut ), e�te na thnaporr�yei. Apì th stigm  pou mia kl sh èqei g�nei apodekt , de mpore� naaporrifje� (preempted). Epiplèon, h suqnìthta pou anatèjhke sthn kl shde mpore� na tropopoihje� sto mèllon. JewroÔme ìti ìle oi kl sei èqoun�peirh di�rkeia, upìjesh pou e�nai isodÔnamh me th je¸rhsh kl sewn �diadi�rkeia.H statik  ekdoq  tou probl mato e�nai parìmoia me to gnwstì prìblh-ma th eÔresh tou mègistou anex�rthtou sunìlou. H on–line ekdoq  touprobl mato èqei melethje� sti ergas�e [2, 3, 8, 15, 42, 52℄. Sti ergas�e[2℄, [3℄, kai [42℄ èqei melethje� to prìblhma apodoq  kl sewn sta pla�siatwn optik¸n diktÔwn. Oi Pantziou kai �lloi sthn ergas�a [52℄ parousi�zoun�nw fr�gmata gia d�ktua me ep�peda kai auja�reta graf mata parembol¸n.Sun jw, h sugkritik  an�lush algor�jmwn apodoq  kl sewn g�netai giad�ktua pou uposthr�zoun mia suqnìthta. Oi Awerbuch kai �lloi sthn erga-23



s�a [2℄ parousi�zoun ènan aplì trìpo gia th metatrop  algor�jmwn pou e�naisqediasmènoi gia d�ktua pou uposthr�zoun m�a suqnìthta se algor�jmou giad�ktua pou uposthr�zoun auja�reta pollè suqnìthte me mikr  epib�runshsth sugkritik  apìdosh (de�te ep�sh thn ergas�a [21, 59℄). K�tw fr�gmatagia apodoq  kl sewn se auja�reta d�ktua parousi�zontai sthn ergas�a [8℄.O �plhsto algìrijmo elègqou apodoq  kl sewn e�nai m�llon o aploÔ-stero on-line algìrijmo. 'Otan emfan�zetai mia kl sh, o �plhsto algì-rijmo anazht� thn pr¸th diajèsimh suqnìthta. An up�rqei mia tètoia su-qnìthta, o algìrijmo apodèqetai thn kl sh anajètont� th th suqnìthtaaut , diaforetik�, h kl sh aporr�ptetai. Genik�, oi Pantziou kai �lloi sthnergas�a [52℄ de�qnoun ìti autì o algìrijmo èqei sugkritikì lìgo apìdoshto polÔ �so me to bajmì tou graf mato parembol¸n kai e�nai bèltisto sthnkl�sh twn nteterministik¸n on-line algor�jmwn apodoq  kl sewn.Aplo� pijanotiko� algìrijmoi mporoÔn na oristoÔn qrhsimopoi¸nta topar�deigma ��taxinìmhsh kai tuqa�a epilog  �� [2, 3, 52℄. Tètoioi algìrijmoiqrhsimopoioÔn ènan qrwmatismì tou upoke�menou graf mato parembol¸n,epilègoun tuqa�a èna qr¸ma apì aut� pou qrhsimopoioÔntai, kai ekteloÔnton �plhsto algìrijmo gia ti kuyèle pou e�nai qrwmatismène me to qr¸mapou epilèqjhke, agno¸nta (dhl., aporr�ptonta) kl sei se ìle ti �llekuyèle. O sugkritikì lìgo apìdosh pou epitugq�netai me autì ton trìpo,apènanti se antip�lou qwr� mn mh, isoÔtai me ton arijmì twn qrwm�twn pouqrhsimopoioÔntai gia to qrwmatismì tou graf mato parembol¸n.Ektenèsterh anafor� tìso ston �plhsto algìrijmo elègqou apodoq kl sewn ìso kai sto par�deigma ��taxinìmhsh kai tuqa�a epilog  �� br�-sketai sthn Enìthta 3.1.Gia kuyelik� d�ktua me apìstash epanaqrhsimopo�hsh 2, o �plhsto al-gìrijmo èqei sugkritikì lìgo apìdosh 3 apènanti se off-line antip�lou,sthn per�ptwsh diktÔwn pou uposthr�zoun mia suqnìthta. Elafr¸ qeirìterafr�gmata gia th sugkritik  apìdosh mporoÔn na apodeiqjoÔn gia thn per�ptw-sh diktÔwn pou uposthr�zoun auja�reta pollè suqnìthte qrhsimopoi¸ntati teqnikè twn ergasi¸n [2, 21, 59℄. Sthn ergas�a [15℄, qrhsimopoi¸nta pa-rapl sia epiqeir mata me aut� th ergas�a [52℄, parathr jhke ìti kanènanteterministikì on-line algìrijmo apodoq  kl sewn se kuyelik� d�ktua meapìstash epanaqrhsimopo�hsh 2 de mpore� na èqei sugkritikì lìgo apìdoshkalÔtero apì 3 apènanti se off-line antip�lou. Efarmìzonta to par�deigma��taxinìmhsh kai tuqa�a epilog  �� kai qrhsimopoi¸nta ènan qrwmatismìtou graf mato parembol¸n me 3 qr¸mata, pa�rnoume ènan pijanotikì al-gìrijmo me sugkritikì lìgo apìdosh 3 akìma kai sthn per�ptwsh diktÔwnpou uposthr�zoun auja�reta pollè suqnìthte. Pleonèkthma tou algor�j-mou autoÔ e�nai ìti qrhsimopoie� mia polÔ asjen  phg  tuqaiìthta gia na24



epilèxei isop�jana èna apì tr�a diakrit� antike�mena.Gia thn on-line ekdoq  tou probl mato elègqou kl sewn, perigr�foumeton algìrijmo p�Random (Enìthta 3.2), ènan diaisjhtikì on–line pijanoti-kì algìrijmo elègqou kl sewn gia d�ktua pou uposthr�zoun m�a suqnìthta[12℄. Parousi�zoume �nw kai k�tw fr�gmata gia to sugkritikì lìgo apì-dos  tou sa sunart sei th paramètrou p, jewr¸nta antip�lou ��qwr�mn mh��. Beltistopoi¸nta th sun�rthsh tou �nw fr�gmato, apodeiknÔou-me thn Ôparxh pijanotikoÔ algor�jmou elègqou kl sewn me sugkritikì lìgoapìdosh 2.651. Me ton trìpo autì, katarr�ptoume to k�tw fr�gma me tim 
3, pou e�nai o el�qisto dunatì sugkritikì lìgo apìdosh gia ntetermini-stikoÔ algìrijmou se asÔrmata kuyelik� d�ktua.Ta parap�nw apotelèsmat� ma [12, 13℄ isqÔoun mìno gia d�ktua me m�asuqnìthta all� apodeiknÔoun saf¸ ìti h tuqaiìthta bohj� sth belt�wshtwn �nw fragm�twn twn nteterministik¸n algor�jmwn.Sthn Enìthta 3.3, d�noume nèa fr�gmata gia to sugkritikì lìgo apìdo-sh tou algor�jmou p�Random gia arai� asÔrmata kuyelik� d�ktua, dhla-d , asÔrmata kuyelik� d�ktua me mikrì bajmì, twn opo�wn oi kuyèle èqounendeqomènw akanìnisto sq ma. AsqoloÔmaste me d�ktua bajmoÔ tr�a kaitèssera. Gia ta men pr¸ta, apodeiknÔoume ìti gia sugkekrimènh tim  th pa-ramètrou p, o algìrijmo p�Random èqei sugkritikì lìgo apìdosh 9/4 giad�ktua pou uposthr�zoun m�a suqnìthta kai 2.787 gia d�ktua pou uposthr�zounpollè suqnìthte. Parousi�zoume ep�sh sqetik  apìdeixh gia d�ktua baj-moÔ tèssera, gia ta opo�a mporoÔme na epitÔqoume sugkritikì lìgo apìdosh
2.651 kai 3.182 gia d�ktua pou uposthr�zoun m�a kai pollè suqnìthte, ant�-stoiqa. ParathroÔme, ìti autì sump�ptei me to kalÔtero gnwstì apotèlesmagia ideat� asÔrmata kuyelik� d�ktua pou proanafèrjhke [13℄.Sth sunèqeia asqoloÔmaste me thn on-line ekdoq  tou probl mato elèg-qou apodoq  kl sewn se kuyelik� d�ktua me apìstash epanaqrhsimopo�hsh
k > 2. O �plhsto algìrijmo èqei sugkritikì lìgo apìdosh 4 kai 5 sekuyelik� d�ktua me apìstash epanaqrhsimopo�hsh k ∈ {3, 4, 5} kai k ≥ 6,ant�stoiqa, pou uposthr�zoun m�a suqnìthta. Autì ofe�letai sto gegonììti h apodoq  mia mh bèltisth kl sh mpore� na prokalèsei thn apìrri-yh to polÔ 4 kai 5 bèltistwn kl sewn, ant�stoiqa. Auto� oi sugkritiko�lìgoi apìdosh e�nai oi kalÔteroi dunato� pou mporoÔn na epiteuqjoÔn apìnteterministikoÔ algìrijmou. Qrhsimopoi¸nta ti teqnikè twn ergasi¸n[2, 21, 59℄, apodeiknÔoume ìti, gia thn per�ptwsh auja�reta poll¸n suqnot -twn, o �plhsto algìrijmo èqei sugkritikì lìgo apìdosh to polÔ 4.521 kai
5.517 se kuyelik� d�ktua me apìstash epanaqrhsimopo�hsh k ∈ {3, 4, 5} kai
k ≥ 6, ant�stoiqa. Efarmìzonta to par�deigma ��taxinìmhsh kai tuqa�aepilog  �� kai qrhsimopoi¸nta ènan apodotikì qrwmatismì gia to gr�fh-25



ma parembol¸n kuyelik¸n diktÔwn me apìstash epanaqrhsimopo�hsh k > 2ja proèkuptan pijanotiko� on-line algìrijmoi me sugkritikì lìgo apìdosh
Ω(k2). Akìma kai sthn per�ptwsh pou k = 3, o sugkritikì lìgo apìdoshpou ja petuqa�name me ton trìpo autì ja  tan 7.Sthn paroÔsa diatrib , belti¸noume prohgoÔmena apotelèsmata gia thsugkritik  apìdosh on-line algor�jmwn apodoq  kl sewn se kuyelik� d�-ktua (Enìthta 3.6). Parousi�zoume algìrijmou basismènou sto par�deig-ma ��taxinìmhsh kai tuqa�a epilog  �� qrhsimopoi¸nta nèou qrwmatismoÔtou graf mato parembol¸n. Auto� oi algìrijmoi qrhsimopoioÔn mikrì arij-mì tuqa�wn duadik¸n yhf�wn, kai èqoun mikroÔ sugkritikoÔ lìgou apìdo-sh apènanti se antip�lou qwr� mn mh akìma kai sthn per�ptwsh diktÔwnpou uposthr�zoun auja�reta pollè suqnìthte. Eidikìtera, se kuyelik�d�ktua me apìstash epanaqrhsimopo�hsh 2, belti¸noume shmantik� ta kalÔ-tera gnwst� fr�gmata gia th sugkritik  apìdosh pou epitugq�nontai apìton algìrijmo p-Random parousi�zonta mia seir� apl¸n pijanotik¸n al-gor�jmwn pou èqoun mikrìterou sugkritikoÔ lìgou apìdosh, douleÔounse d�ktua pou uposthr�zoun auja�reta pollè suqnìthte, kai qrhsimopoioÔnmìno èna stajerì arijmì tuqa�wn duadik¸n yhf�wn   mia sugkritik� asjen phg  tuqaiìthta. To kalÔtero �nw fr�gma gia th sugkritik  apìdosh pouepitugq�noume e�nai 7/3. Gia kuyelik� d�ktua me apìstash epanaqrhsimopo�h-sh k > 2, parousi�zoume (Enìthta 3.7) aploÔ pijanotikoÔ on-line algì-rijmou apodoq  kl sewn me sugkritikoÔ lìgou apìdosh pou belti¸nounshmantik� ta k�tw fr�gmata gia th sugkritik  apìdosh twn nteterministi-k¸n algor�jmwn kai qrhsimopoioÔn mìno O(log k) tuqa�a duadik� yhf�a. Giak�je k > 2, o sugkritikì lìgo apìdosh pou epitugq�noume e�nai austhr�mikrìtero tou 4.Kanèna nteterministikì on-line algìrijmo elègqou kl sewn de mpo-re� na epitÔqei sugkritikì lìgo apìdosh kalÔtero apì 3 apènanti se off-
line antip�lou se kuyelik� d�ktua me apìstash epanaqrhsimopo�hsh 2, pouuposthr�zoun m�a suqnìthta. Sthn Enìthta 3.8, epekte�noume autì to k�twfr�gma se kuyelik� d�ktua me apìstash epanaqrhsimopo�hsh k ∈ {3, 4, 5}and k ≥ 6 pou uposthr�zoun m�a suqnìthta kai apodeiknÔoume k�tw fr�gma-ta me timè 4 kai 5, ant�stoiqa. Gia thn per�ptwsh pijanotik¸n algor�jmwnapènanti se antip�lou qwr� mn mh se kuyelik� d�ktua me apìstash epana-qrhsimopo�hsh k ≥ 5 kai k = 12, apodeiknÔoume ant�stoiqa k�tw fr�gmatagia to sugkritikì lìgo apìdos  tou me timè 25/12 kai 127/60, ant�stoiqa.Oi timè isqÔoun gia d�ktua pou uposthr�zoun m�a suqnìthta, all� polÔ eÔko-la mporoÔn na epektajoÔn kai se d�ktua pou uposthr�zoun auja�reta pollèsuqnìthte. 26



3.1 Perigraf  gnwst¸n algor�jmwnSthn enìthta aut , parousi�zoume me suntom�a dÔo gnwstoÔ on–line al-gìrijmou elègqou apodoq  kl sewn gia asÔrmata kuyelik� d�ktua: ton�plhsto algìrijmo kai ènan pijanotikì algìrijmo pou bas�zetai sthn teqni-k  ��taxinìmhsh kai tuqa�a epilog  ��. Epiplèon, parousi�zoume ènan aplìtrìpo gia thn metatrop  algor�jmwn elègqou apodoq  kl sewn pou e�naisqediasmènoi gia d�ktua me m�a suqnìthta se ant�stoiqou gia d�ktua me pol-lè suqnìthte, me mikr  aÔxhsh tou sugkritikoÔ lìgou apìdosh. Ep�sh,parousi�zoume èna k�tw fr�gma gia to sugkritikì lìgo apìdosh ntetermi-nistik¸n on-line algor�jmwn elègqou apodoq  kl sewn.Upojètoume ìti mia akolouj�a kl sewn σ emfan�zetai se èna d�ktuo pouuposthr�zei w suqnìthte 1, 2, ..., w. O �plhsto algìrijmo e�nai èna diai-sjhtikì nteterministikì algìrijmo. Gia k�je nèa kl sh c se mia kuyèlh
v, o �plhsto algìrijmo anazht� thn el�qisth diajèsimh suqnìthta, dh-lad , thn el�qisth metaxÔ twn suqnot twn 1, 2, ..., w pou den èqei anateje�se kl sei sthn kuyèlh v   se geitonikè th kuyèle. An up�rqei tètoiasuqnìthta, h kl sh c g�netai apodekt  kai t  anat�jetai h sugkekrimènhsuqnìthta. Diaforetik�, h kl sh aporr�ptetai.Oi Pantziou kai �lloi sthn ergas�a [52℄ apèdeixan ìti autì o algìrijmoèqei sugkritikì lìgo apìdosh to polÔ ∆ jewr¸nta off–line antip�lou giad�ktua pou uposthr�zoun m�a suqnìthta (kai ∆ + 1 gia d�ktua pou uposthr�-zoun pollè suqnìthte), ìpou ∆ e�nai o bajmì tou diktÔou. Epekte�noumethn teqnik  tou kai apodeiknÔoume to akìloujo je¸rhma.Je¸rhma 3. 'Estw G = (V, E) èna gr�fhma parembol¸n, v mia koruf  tougraf mato G, kai Γv to mègisto anex�rthto sÔnolo sth geitoni� th koruf 
v. O �plhsto algìrijmo èqei sugkritikì lìgo apìdosh γ = maxv∈V |Γv|se d�ktuo me gr�fhma parembol¸n G, pou uposthr�zei m�a suqnìthta.Apìdeixh. 'Estw BA pou g�nontai apodektè apì ton �plhsto algìrijmo kai
BOPT to sÔnolo twn kl sewn pou g�nontai apodektè apì to bèltisto algì-rijmo.O arijmì twn kl sewn pou aporr�fjhkan apì ton algìrijmo A lìgwtwn kl sewn tou sunìlou BA\BOPT e�nai to polÔ γ|BA\BOPT |. Pr�gmati,to kalÔtero pou ja mporoÔse na k�nei o bèltisto algìrijmo ja  tan naaporr�yei mia kl sh ri ∈ BA\BOPT sthn kuyèlh ci thn opo�a ja deqìtan o�plhsto algìrijmo, kai na apodeqte� to polÔ γ kl sei pou emfan�zontaise kuyèle geitonikè th ci.AfoÔ to d�ktuo uposthr�zei mìno m�a suqnìthta, kam�a kl sh tou sunì-lou BOPT ∩ BA de mpore� na prokalèsei thn apìrriyh opoiasd pote �llh27



kl sh tou sunìlou BOPT , giat� oi kl sei tou sunìlou BOPT emfan�zontaise diaforetikè, mh geitonikè kuyèle. Epomènw,
|BOPT \BA| ≤ γ|BA\BOPT | ⇒

|BOPT \BA| + |BOPT ∩ BA| ≤ γ|BA\BOPT | + |BOPT ∩ BA| ⇒
|BOPT | ≤ γ|BA|.Ki ètsi oloklhr¸netai h apìdeixh tou Jewr mato.Oi Awerbuch kai �lloi sthn ergas�a [1℄ parousi�zoun ènan aplì trìpo giath metatrop  algor�jmwn elègqou apodoq  kl sewn pou e�nai sqediasmènoigia d�ktua pou uposthr�zoun m�a suqnìthta se algìrijmou elègqou apo-doq  kl sewn gia d�ktua pou uposthr�zoun auja�reto arijmì suqnot twn,me mikr  aÔxhsh tou sugkritikoÔ lìgou apìdosh. JewroÔme èna asÔrmatokuyelikì d�ktuo kai ènan (nteterministikì   pijanotikì) on–line algìrijmoelègqou apodoq  kl sewn A gia d�ktua pou uposthr�zoun m�a suqnìthta.'Ena algìrijmo elègqou apodoq  kl sewn A′ gia d�ktua pou uposthr�zoun

w suqnìthte mpore� na kataskeuaste� me ton ex  trìpo. Gia k�je kl sh c,ekteloÔme ton algìrijmo A gia k�je mia apì ti w suqnìthte mèqri e�te h cna g�nei apodekt  e�te na exantlhje� to f�sma to suqnot twn (kai h kl sh cna aporrifje�), dhlad :Algìrijmo A′1.gia k�je nèa kl sh c2. apì i = 1 èw w3. ektèlese ton A(c) gia th suqnìthta i4. an h c ègine apodekt  tìte5. an�jese th suqnìthta i sthn c6. term�tise7. apìrriye thn c.Oi Awerbuch kai �lloi sthn ergas�a [1℄ apodeiknÔoun ìti an o A èqeisugkritikì lìgo apìdosh ρ, tìte o A′ èqei sugkritikì lìgo apìdosh
1

1 − exp(−1/ρ)
.'Etsi, mporoÔme na de�xoume ìti o �plhsto algìrijmo gia d�ktua me pollèsuqnìthte èqei sugkritikì lìgo apìdosh

1

1 − exp(−1/γ)
< ∆ + 1,28



qrhsimopoi¸nta ton isqurismì ìti o �plhsto algìrijmo gia m�a suqnìthtaèqei sugkritikì lìgo apìdosh γ.Se kuyelik� d�ktua, ìpou to gr�fhma parembol¸n e�nai exagwnikì, e�nai
γ = 3, opìte sunep�getai to akìloujo sumpèrasma.Sumpèrasma 4. O �plhsto algìrijmo èqei sugkritikì lìgo apìdosh 3.53apènanti se ènan off-line ant�palo ìtan ektele�tai se kuyelik� d�ktua.O algìrijmo ��taxinìmhsh kai tuqa�a epilog  �� qrhsimopoie� ènan qrw-matismì twn kuyel¸n tou diktÔou (qrwmatismì tou graf mato parembol¸n)me jetikoÔ akera�ou (qr¸mata) 1, 2, ... ètsi ¸ste geitonikè kuyèle naèqoun diaforetik� qr¸mata. O pijanotikì algìrijmo katat�ssei ti kl -sei th akolouj�a se kl�sei. H kl�sh i perièqei kl sei pou emfan�sthkanse kuyèle qrwmatismène me to qr¸ma i. Sth sunèqeia, epilègei omoiìmorfakai tuqa�a m�a apì ti kl�sei kai asqole�tai mìno me kl sei pou an kounsthn kl�sh aut , aporr�ptonta ìle ti upìloipe. 'Otan emfan�zetai miakl sh th epilegmènh kl�sh, qrhsimopoie�tai o �plhsto algìrijmo.Qrhsimopoi¸nta apl� epiqeir mata, oi Awerbuch kai �lloi sthn ergas�a[3℄ (ìpw ep�sh kai sthn ergas�a twn Pantziou kai �llwn [52℄) apodeiknÔounìti o algìrijmo ��taxinìmhsh kai tuqa�a epilog  �� èqei sugkritikì lìgoapìdosh χ jewr¸nta antip�lou ��qwr� mn mh��, ìpou χ e�nai o arijmìtwn qrwm�twn pou qrhsimopoioÔntai gia to qrwmatismì twn kuyel¸n tou di-ktÔou. 'Etsi prokÔptoun algìrijmoi me sugkritikì lìgo apìdosh �so meto qrwmatikì arijmì (kai, genik�, ìqi kalÔteroi) tou ant�stoiqou graf ma-to parembol¸n, dedomènou ìti e�nai diajèsimo èna bèltisto qrwmatismì(dhlad , èna qrwmatismì me ton el�qisto arijmì qrwm�twn). Shmei¸nou-me ìti, gia asÔrmata kuyelik� d�ktua bajmoÔ ∆, o qrwmatikì arijmì touant�stoiqou graf mato parembol¸n mpore� na e�nai mèqri kai ∆ + 1.Je¸rhma 5 ([1, 52℄). O algìrijmo ACRS èqei sugkritikì lìgo apìdosh 3apènanti se antip�lou qwr� mn mh.Shmei¸noume ìti to γ apotele� èna k�tw fr�gma gia to sugkritikì lìgoapìdosh opoioud pote nteterministikoÔ algor�jmou. JewroÔme èna d�ktuopou uposthr�zei m�a suqnìthta pou apotele�tai apì m�a kuyèlh v kai γ amoi-ba�a mh geitonikè kuyèle v1, v2, · · · , vγ geitonikè sth v. JewroÔme, t¸ra,thn ex  akolouj�a kl sewn pou par�getai apì k�poion ant�palo pou gnwr�-zei ton trìpo me ton opo�o o algìrijmo lamb�nei ti apof�sei tou. Arqik�,mia kl sh c emfan�zetai sthn kuyèlh v. An o algìrijmo aporr�yei thn c,o ant�palo stamat� thn akolouj�a. Se aut  thn per�ptwsh, o algìrijmoden èqei kèrdo apì thn ektèles  tou. An o algìrijmo k�nei apodekt  thn29



kl sh c, o ant�palo parousi�zei γ kl sei c1, c2, ..., cγ sti kuyèle v1, v2,..., vγ , ant�stoiqa. O algìrijmo èqei kèrdo 1 en¸ o bèltisto algìrijmopetuqa�nei kèrdo γ aporr�ptonta thn kl sh c kai k�nonta apodektè tikl sei c1, ..., cγ .Gia kuyelik� d�ktua isqÔei:Je¸rhma 6. Kanèna nteterministikì algìrijmo de mpore� na èqei sugkri-tikì lìgo apìdosh kalÔtero apì 3 apènanti se ènan off-line ant�palo.Profan¸, h kalÔterh apìdosh epitugq�netai an o algìrijmo A apodè-qetai k�je kl sh pou emfan�zetai se kuyèlh pou den e�nai geitonik  me kuyèlhpou perièqei kl sh pou èqei  dh g�nei apodekt . Autì ìmw e�nai akrib¸ ì,tik�nei o �plhsto algìrijmo gia d�ktua pou uposthr�zoun m�a suqnìthta.Me b�sh prìsfath ergas�a tou Trevisan [55℄ sto prìblhma tou mègistouanex�rthtou sunìlou gia graf mata fragmènou bajmoÔ prokÔptei ìti, genik�,sth statik  tou ekdoq  to prìblhma elègqou apodoq  kl sewn gia d�ktuame bajmì ∆ e�nai mh prosegg�simo se O
(

∆/2O(
√

log ∆)
). Autì shma�nei ìtipraktiko� (dhlad , algìrijmoi pou lamb�noun ti apof�sei tou se poluw-numikì qrìno) pijanotiko� on-line algìrijmoi me sugkritikì lìgo apìdoshasumptwtik� kalÔtero apì O(∆1−ǫ) gia k�poio ǫ > 0 e�nai mh efikto�.3.2 O algìrijmo p�RandomSthn enìthta aut , parousi�zoume ton algìrijmo p�Random, ènan pija-notikì algìrijmo elègqou kl sewn gia asÔrmata kuyelik� d�ktua pou upo-sthr�zoun m�a suqnìthta kai analÔoume thn apìdos  tou. O algìrijmo

p�Random dèqetai san e�sodo mia akolouj�a kl sewn me on–line trìpo kaileitourge� w ex .1. Arqik� ìle oi kuyèle e�nai unmarked.2. gia k�je kainoÔria kl sh c sthn kuyèlh v3. an h kuyèlh v e�nai marked, tìte apìrriye thn kl sh c.4. an h kl sh c emfan�zetai se k�poia kuyèlh tètoia ¸stee�te se aut  e�te se geitonik  th up�rqei kl sh pou èqeig�nei apodekt , tìte apìrriye thn kl sh c5. diaforetik�6. me pijanìthta p k�ne dekt  thn kl sh c.7. me pijanìthta 1 − p apìrriye thn kl sh c kai k�ne markthn kuyèlh v. 30



O algìrijmo qrhsimopoie� mia par�metro p ∈ [1/∆, 1], ìpou ∆ e�nai obajmì tou diktÔou. E�nai profanè ìti an p < 1/∆, o sugkritikì lìgoapìdosh e�nai megalÔtero apì ∆, afoÔ h mèsh tim  tou kèrdou apì thnektèlesh tou algor�jmou se mia akolouj�a pou apotele�tai apì m�a mìno kl -sh e�nai p. O algìrijmo e�nai aplì kai mpore� eÔkola na ulopoihje� me mikr epib�runsh sthn epikoinwn�a (antallag  mhnum�twn) metaxÔ twn stajm¸n b�-sh tou diktÔou.H diadikas�a marking twn kuyel¸n sthn per�ptwsh pou kl sei pou ft�-noun se autè aporr�ptontai eggu�tai ìti o algìrijmo p�random den exo-moi¸nei ton �plhsto nteterministikì algìrijmo. 'Estw ìti de g�netai qr sh
marking twn kuyel¸n. JewroÔme tìte ènan ant�palo o opo�o parousi�zei tkl sei se mia kuyèlh v kai apì mia kl sh sti ∆ (amoiba�a mh geitonikè) ku-yèle pou e�nai geitonikè me thn v. H pijanìthta me thn opo�a o pijanotikìalgìrijmo den k�nei apodekt  mia kl sh sthn kuyèlh v mei¸netai ekjetik�kaj¸ o arijmì t aux�netai (�ra to kèrdo e�nai me meg�lh pijanìthta 1,en¸ to bèltisto kèrdo e�nai ∆).Shmei¸noume ìti o algìrijmo p�Random mpore� na k�nei apodekt  tou-l�qisto m�a kl sh se k�je kuyèlh all� autì isqÔei kai gia k�je algìrijmopou ektele�tai se d�ktua pou uposthr�zoun m�a suqnìthta (sumperilambano-mènou tou bèltistou). Epomènw, gia th sugkritik  an�lush tou algor�jmou
p�Random, ja asqolhjoÔme mìno me akolouj�e kl sewn pou emfan�zounto polÔ m�a kl sh an� kuyèlh. 'Etsi, de qrei�zetai na l�boume upìyh mathn ep�drash th diadikas�a marking kat� thn an�lus  ma.ApodeiknÔoume t¸ra èna �nw fr�gma gia to sugkritikì lìgo apìdoshtou algor�jmou p�Random sa sun�rthsh tou p. To basikì ma apotèlesmae�nai to ex .Je¸rhma 7. Gia p ∈ [1/3, 1], o algìrijmo p�Random èqei sugkritikì lìgoapìdosh to polÔ

3

5p − 7p2 + 3p3apènanti se antip�lou qwr� mn mh.Apìdeixh. 'Estw mia akolouj�a kl sewn σ. Upojètoume ìti h σ èqei pro-kajoriste� kai ja apokalÔptetai ston algìrijmo on-line. K�noume aut  thnparadoq  giat� endiaferìmaste ga th sugkritik  apìdosh tou algor�jmouapènanti se antip�lou qwr� mn mh twn opo�wn h gn¸sh perior�zetai sthnpijanotik  katanom  twn tuqa�wn epilog¸n tou algor�jmou (dhlad , sthnpar�metro p).JewroÔme thn ektèlesh tou algor�jmou p�Random gia thn akolouj�a
σ. Gia k�je kl sh c ∈ σ, sumbol�zoume me X(c) thn tuqa�a metablht  pou31



dhl¸nei an o algìrijmo èkane apodekt  thn kl sh c. Profan¸, to kèrdotou algor�jmou p�Random gia thn akolouj�a σ mpore� na ekfraste� w
B(σ) =

∑

c∈σ

X(c).'Estw A(σ) to sÔnolo twn kl sewn th σ pou g�nontai dektè apì to bèltistoalgìrijmo. Gia k�je kl sh c ∈ A(σ), or�zoume to katanemhmèno kèrdo b̄(c)w
b̄(c) = X(c) +

∑

c′∈γ(c)

X(c′)
d(c′)

,ìpou γ(c) sumbol�zei to sÔnolo twn kl sewn th akolouj�a se kuyèlegeitonikè th c. Gia k�je kl sh c′ 6∈ A(σ), d(c′) e�nai o arijmì twn kl sewnth A(σ) pou emfan�zontai se kuyèle geitonikè th kuyèlh sthn opo�aemfan�zetai h kl sh c. Apì ti dÔo parap�nw isìthte, sunep�getai ìti
B(σ) =

∑

c∈A(σ)

b̄(c).Epiplèon, shmei¸noume ìti gia k�je kl sh c′ 6∈ A(σ), d(c′) ≤ 3. Katal goumesto ìti
b̄(c) ≥ X(c) +

∑

c′∈γ(c) X(c′)

3kai, apì th grammikìthta th mèsh tim ,
E [B(σ)] ≥

∑

c∈A(σ)

(

E
[

X(c) +

∑

c′∈γ(c) X(c′)

3

]) (3.1)'Estw γ′(c) to sÔnolo twn kl sewn se kuyèle geitonikè th kuyèlhsthn opo�a emfan�zetai h kl sh c pou emfan�zontai prin apì th c sthn ako-louj�a σ. Profan¸, γ′(c) ⊆ γ(c), pou sunep�getai ìti
∑

c′∈γ(c)

X(c′) ≥
∑

c′∈γ′(c)

X(c′).Epomènw, apì th (3.14) èqoume
E [B(σ)] ≥

∑

c∈A(σ)

(

E
[

X(c) +

∑

c′∈γ′(c) X(c′)

3

]) (3.2)32



Sth sunèqeia ja prospaj soume na fr�xoume apì k�tw th mèsh tim  thtuqa�a metablht  X(c) +
P

c′∈γ′(c) X(c′)

3 , gia k�je kl sh c ∈ A(σ).AsqoloÔmaste mìno me mia kl sh c ∈ A(σ). 'Estw Ω = 2γ′(c) to sÔnolopou perièqei ìla ta pijan� uposÔnola th γ′(c). Or�zoume sa geitoni� th
c, kai sumbol�zoume me Γ(c), to uposÔnolo th γ′(c) pou perièqei ti kl seith γ′(c) oi opo�e, ìtan emfan�zontai, den upìkeintai se periorismoÔ apìkl sei th akolouj�a σ se kuyèle pou br�skontai se apìstash 2 apì thnkuyèlh sthn opo�a emfan�zetai h kl sh c. Profan¸, h Γ(c) e�nai mia tuqa�ametablht  pou lamb�nei timè apì to deigmatoq¸ro Ω. 'Ara, to an mia bèltisthkl sh c g�netai apodekt  apì ton algìrijmo exart�tai apì th geitoni� th,
Γ(c). 'Eqoume

E
[

X(c) +

∑

c′∈γ′(c) X(c′)

3

]

=

∑

γ∈Ω

E
[

X(c) +

∑

c′∈γ X(c′)

3
|Γ(c) = γ

]

· Pr[Γ(c) = γ] ≥

min
γ∈Ω

{

E
[

X(c) +

∑

c′∈γ X(c′)

3
|Γ(c) = γ

]}

=

min
γ∈Ω

{

E [X(c)|Γ(c) = γ] +
E [
∑

c′∈γ X(c′)|Γ(c) = γ]

3

} (3.3)Gia na upolog�soume thn E [X(c)|Γ(c) = γ], parathroÔme ìti o algìrijmo
p�Random mpore� na k�nei apodekt  thn kl sh c mìnon an èqei aporr�yeiìle ti kl sei sth geitoni� th, γ. H pijanìthta na èqoun aporrifje� ìleoi kl sei th γ dedomènou ìti Γ(c) = γ e�nai (1 − p)|γ|, kai tìte h kl sh cg�netai apodekt  me pijanìthta p. Epomènw,

E [X(c)|Γ(c) = γ] = p(1 − p)|γ|. (3.4)T¸ra fr�ssoume apì k�tw thn E [
∑

c′∈γ X(c′)|Γ(c) = γ] diakr�nonta me-taxÔ peript¸sewn an�loga me to mègejo th geitoni� |γ|.33



Prìtash 8. Gia k�je p ∈ [1/3, 1],
E





∑

c′∈γ

X(c′)|Γ(c) = γ



 ≥







































0 if |γ| = 0
p if |γ| = 1
2p − p2 if |γ| = 2
3p − 2p2 if |γ| = 3
4p − 3p2 + p3 if |γ| = 4
5p − 4p2 + p3 if |γ| = 5
6p − 5p2 + p3 if |γ| = 6

Sq ma 3.1: Oi peript¸sei pou |γ| = 0, 1, 2.
Sq ma 3.2: H per�ptwsh pou |γ| = 3.

Sq ma 3.3: H per�ptwsh pou |γ| = 4.Apìdeixh. Sta sq mata 3.1, 3.2, 3.3, 3.4, kai 3.5 d�noume ìle ti pijanèpeript¸sei gia th geitoni� mia bèltisth kl sh c se mia akolouj�a kl sewn34



Sq ma 3.4: H per�ptwsh pou |γ| = 5.

Sq ma 3.5: H per�ptwsh pou |γ| = 6.
σ. Se k�je sq ma h bèltisth kl sh sumbol�zetai me ènan maÔro kÔklo sthmèsh th kuyèlh en¸ maÔroi kÔkloi sti exwterikè kuyèle sumbol�zounkl sei sthn geitoni� γ th c. 'Ena bèlo apì mia kl sh c1 pro mia �llhkl sh c2 shma�nei ìti h c1 emfan�zetai sthn akolouj�a σ prin thn c2. Stasq mata, èqoume parale�yei ti summetrikè peript¸sei.H apìdeixh e�nai polÔ apl  gia ti peript¸sei |γ| = 0 kai |γ| = 1 (oidÔo pio arister� peript¸sei tou Sq mato 3.1). Sthn tr�th per�ptwsh touSq mato 3.1 (ìpou |γ| = 2), parathroÔme ìti o algìrijmo apodèqetai thnpr¸th kl sh sthn γ me pijanìthta p kai th deÔterh me pijanìthta p(1 − p).Sunolik�, o mèso arijmì apodekt¸n kl sewn sth γ e�nai 2p− p2. Sthn piodexi� per�ptwsh tou Sq mato 3.1, o mèso arijmì twn apodekt¸n kl sewnsthn γ e�nai 2p < 2p − p2.'Omoia, mporoÔme na upolog�soume ta epijumht� k�tw fr�gmata gia thn
E [
∑

c′∈γ X(c′)|Γ(c) = γ] sti peript¸sei pou |γ| = 3, 4, 5, 6.35



K�nonta upologismoÔ me ti (3.16), (3.17), kai thn Prìtash 8, pa�rnoumeìti
E
[

X(c) +

∑

c′∈γ′(c) X(c′)

3

]

≥

min
γ∈Ω

{

E [X(c)|Γ(c) = γ] +
E [
∑

c′∈γ X(c′)|Γ(c) = γ]

3

}

≥

min
γ∈Ω:|γ|=2







E [X(c)|Γ(c) = γ] +
E
[

∑

c′∈γ X(c′)|Γ(c) = γ
]

3







≥

p(1 − p)2 +
2p − p2

3
=

5p − 7p2 + 3p3

3Qrhsimopoi¸nta t¸ra thn (3.15) pa�rnoume ìti
E [B(σ)] ≥

∑

c∈A(σ)

5p − 7p2 + 3p3

3

=
5p − 7p2 + 3p3

3
· BOPT (σ)'Etsi oloklhr¸netai h apìdeixh tou Jewr mato 7.H èkfrash sto Je¸rhma 7 elaqistopoie�tai sthn tim  729/265 = 2.651gia p = 5/9. Epomènw, katal goume sto ex  apotèlesma.Sumpèrasma 9. Up�rqei èna on-line pijanotikì algìrijmo elègqou kl -sewn gia kuyelik� d�ktua pou uposthr�zoun m�a suqnìthta pou èqei sugkri-tikì lìgo apìdosh to polÔ 2.651 apènanti se antip�lou qwr� mn mh.Sth sunèqeia, de�qnoume ìti h an�lus  ma e�nai sqedìn austhr . Sugke-krimèna, apodeiknÔoume ìti:Je¸rhma 10. O sugkritikì lìgo apìdosh tou algor�jmou p�Randomapènanti se antip�lou qwr� mn mh e�nai toul�qiston

max

{

3

4p − 3p2
,

3

5p − 7p2 + 4p3 − p4

}

.Apìdeixh. Ja apode�xoume to k�tw fr�gma kataskeu�zonta dÔo akolouj�ekl sewn σ1 kai σ2 gia ti opo�e o sugkritikì lìgo apìdosh tou algor�j-mou p�Random e�nai 3
4p−3p2 kai 3

5p−7p2+4p3−p4 , ant�stoiqa.36
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Sq ma 3.6: To k�tw fr�gma gia thn apìdosh tou algor�jmou p�Random.H akolouj�a σ1 fa�netai arister� sto Sq ma 3.6. Ston pr¸to gÔro, m�akl sh emfan�zetai se k�poia kuyèlh c, kai sto deÔtero gÔro m�a kl sh emfa-n�zetai se k�je m�a apì ti trei amoiba�a geitonikè kuyèle sth geitoni� thkuyèlh c. Profan¸, to kèrdo tou bèltistou algìrijmou e�nai 3. Gia naupolog�soume to mèso kèrdo tou algor�jmou p�Random, parathroÔme ìtime pijanìthta p, h kl sh pou emfan�zetai ston pr¸to gÔro exuphrete�tai, kaime pijanìthta 1 − p, h kl sh pou emfan�zetai ston pr¸to gÔro aporr�ptetaikai k�je mia apì ti trei kl sei pou emfan�zontai sto deÔtero gÔro exu-phrete�tai me pijanìthta p. Epomènw, to mèso kèrdo tou algor�jmou ìtanektele�tai gia thn akolouj�a σ1 e�nai p + (1 − p)3p = 4p − 3p2.H akolouj�a σ2 fa�netai dexi� sto Sq ma 3.6. Oi kl sei emfan�zontaise tèsseri gÔrou. Oi epigrafè sti kl sei dhl¸noun to gÔro ston opo�oemfan�sthkan. Profan¸, to kèrdo tou bèltistou algor�jmou e�nai 18, afoÔo bèltisto algìrijmo ja exuphretoÔse ti kl sei pou emfan�zontai stougÔrou 3 kai 4. Gia na upolog�soume to mèso kèrdo tou algor�jmou p�
Random ìtan ektele�tai gia thn akolouj�a σ2, arqik� upolog�zoume thnpijanìthta na exuphrethjoÔn telik� ìle oi kl sei.

• Mia kl sh pou emfan�zetai ston pr¸to gÔro exuphrete�tai me pijanì-thta p. 37



• Mia kl sh pou emfan�zetai ston deÔtero gÔro mpore� na exuphrethje� anh geitonik  th kl sh pou emfan�sthke ston pr¸to gÔro aporr�fjhke;epomènw, h pijanìthta mia kl sh pou emfan�zetai sto deÔtero gÔro nag�nei apodekt  e�nai p(1 − p).
• Mia kl sh pou emfan�zetai ston tr�to gÔro mpore� na exuphrethje� an oigeitonikè th kl sei pou emfan�sthkan ston pr¸to kai deÔtero gÔroaporr�fjhkan; epomènw, h mia kl sh pou emfan�zetai ston tr�to gÔrona g�nei apodekt  e�nai p(1 − p)2.
• Mia kl sh pou emfan�zetai ston tètarto gÔro mpore� na exuphrethje� anoi geitonikè th kl sei pou emfan�sthkan ston pr¸to kai deÔtero gÔroaporr�fjhkan. H pijanìthta na aporrifje� mia kl sh pou emfan�sthkeston pr¸to gÔro e�nai 1 − p en¸ h pijanìthta na aporrifje� mia kl shpou emfan�sthke sto deÔtero gÔro e�nai 1 − p − (1 − p)2. Epomènw, hpijanìthta na g�nei apodekt  mia kl sh pou emfan�sthke ston tètartogÔro e�nai p(1 − p)

(

1 − p − (1 − p)2
).Shmei¸noume ìti o arijmì twn kl sewn pou emfan�zontai stou gÔrou1, 2, 3, kai 4 e�nai 6, 6, 12, kai 6, ant�stoiqa. Epomènw, katal goume sto ìtito mèso kèrdo tou algor�jmou e�nai

6p+6p(1−p)+12p(1−p)2+6p(1−p)
(

1 − p − (1 − p)2
)

= 5p−7p2+4p3−p4.'Etsi oloklhr¸netai h apìdeixh tou jewr mato.H èkfrash sto Je¸rhma 10 elaqistopoie�tai gia p ≈ 0.6145 sthn tim 
2.469. Epomènw, katal goume sto akìloujo sumpèrasma.Sumpèrasma 11. Gia k�je p ∈ (1/3, 1), o algìrijmo p�Random èqei sug-kritikì lìgo apìdosh toul�qiston 2.469 apènanti se antip�lou qwr� mn mh.'Estw p∗ ∈ (1/3, 1) eke�nh h tim  gia thn opo�a o algìrijmo p∗�Randomèqei kalÔtero sugkritikì lìgo apìdosh apì k�je algìrijmo p�Random,gia p ∈ [1/3, 1]. Apì to Je¸rhma 10 kai to Sumpèrasma 9, lÔnonta thnanisìthta

max

{

3

4p − 3p2
,

3

5p − 7p2 + 4p3 − p4

}

≤ 729

275katal goume sto ex .Sumpèrasma 12. p∗ ∈ [0.421, 0.843].38



Suz thsh'Eqoume upolog�sei �nw kai k�tw fr�gmata sa sunart sei tou p giath sugkritik  apìdosh tou algor�jmou p�Random gia kuyelik� d�ktua pouuposthr�zoun m�a suqnìthta. Mia grafik  anapar�stash kai twn dÔo sunar-t sewn parousi�zetai sto Sq ma 3.7. ParathroÔme ìti up�rqei akìma k�poiamikr  apìklish an�mesa sto �nw kai to k�tw fr�gma h opo�a anèrqetai se
0.25 gia k�poie timè tou p.

Sq ma 3.7: Grafik  anapar�stash tou �nw kai k�tw fr�gmato gia th sug-kritik  apìdosh tou algor�jmou p�Random gia p ∈ [1/3, 1].Mèqri t¸ra, èqoume exet�sei thn per�ptwsh diktÔwn pou uposthr�zoun m�asuqnìthta. 'Ena algìrijmo elègqou apodoq  kl sewn gia w suqnìthtempore� na kataskeuaste� me ton ex  trìpo. Gia k�je kl sh c, ekteloÔme tonalgìrijmo p�Random gia k�je m�a apì ti w suqnìthte mèqri e�te h kl sh
c na exuphrethje�   na exantlhje� to f�sma suqnot twn (kai h kl sh c naaporrifje�). Qrhsimopoi¸nta thn teqnik  aut  (pou analÔetai apì tou
Awerbuch kai �llou sthn ergas�a [1℄), katal goume se ènan algìrijmoelègqou apodoq  kl sewn gia d�ktua pou uposthr�zoun w suqnìthte oopo�o èqei sugkritikì lìgo apìdosh

1

1 −
(

1 − 1
wρ(p)

)wìpou ρ(p) e�nai o sugkritikì lìgo apìdosh tou algor�jmou p�Random giad�ktua pou uposthr�zoun m�a suqnìthta. O sugkritikì lìgo apìdosh pou39



petuqa�noume me ton trìpo autì gia thn per�ptwsh pou to d�ktuo uposthr�zeidÔo suqnìthte e�nai 2.927. Dustuq¸, gia megalÔtero arijmì suqnot twn,o sugkritikì lìgo apìdosh pou petuqa�noume qrhsimopoi¸nta thn �diateqnik  e�nai megalÔtero apì 3.3.3 An�lush tou algor�jmou p-Random gia arai�d�ktuaSthn enìthta aut  parousi�zoume thn an�lush gia to sugkritikì lìgoapìdosh tou algìrijmou p�Random. Arqik� parousi�zoume thn an�lushanex�rthta apì thn topolog�a tou diktÔou. Sth sunèqeia, qrhsimopoi¸ntathn an�lush aut , apodeiknÔoume to �nw fr�gma gia to sugkritikì lìgoapìdosh tou algor�jmou gia d�ktua bajmoÔ tr�a (sthn Enìthta 3.3.1) kai,parousi�zoume perilhptik� thn apìdeixh gia to �nw fr�gma gia d�ktua bajmoÔtèssera (sthn Enìthta 3.3.2).'Estw mia akolouj�a kl sewn σ. Upojètoume ìti h σ èqei prokajoriste�prohgoumènw kai ja parousi�zetai ston algìrijmo me on–line trìpo. K�nou-me aut  thn upìjesh giat� endiaferìmaste gia to sugkritikì lìgo apìdoshtou algor�jmou se sqèsh me antip�lou ��qwr� mn mh�� pou gnwr�zoun mìnothn pijanotik  katanom  twn tuqa�wn epilog¸n tou algor�jmou (dhlad , thnpar�metro p).JewroÔme thn ektèlesh tou algor�jmou p�Random (gia k�poio p ∈ [0, 1])sth σ. Gia k�je kl sh c ∈ σ, sumbol�zoume me X(c) thn tuqa�a metablht pou de�qnei an o algìrijmo èkane apodekt  thn kl sh c, dhlad ,
X(c) =

{

0 an h c aporr�ptetai
1 an h c g�netai apodekt Profan¸,
B(σ) =

∑

c∈σ

X(c).'Estw A(σ) to sÔnolo ìlwn twn kl sewn th σ pou g�nontai apodektè apìto bèltisto algìrijmo. Gia k�je kl sh c ∈ A(σ), or�zoume to katanemhmènokèrdo b̄(c) w
b̄(c) = X(c) +

∑

c′∈γ(c)

X(c′)
d(c′)

,ìpou γ(c) sumbol�zei to sÔnolo twn kl sewn th akolouj�a se kuyèlegeitonikè th c. Gia k�je kl sh c′ 6∈ A(σ), d(c′) e�nai o arijmì twn kl sewn40



th A(σ) se kuyèle geitonikè th kuyèlh th c′. Apì ti dÔo parap�nwisìthte, e�nai profanè ìti
B(σ) =

∑

c∈A(σ)

b̄(c).Epomènw, mèsw th grammikìthta th mèsh tim ,
E [B(σ)] =

∑

c∈A(σ)



E



X(c) +
∑

c′∈γ(c)

X(c′)
d(c′)







 (3.5)'Estw γ′(c) to sÔnolo twn kl sewn se kuyèle geitonikè th kuyèlhth c pou emfan�zontai prin th c sthn akolouj�a σ. Profan¸, γ′(c) ⊆ γ(c),pou sunep�getai ìti
∑

c′∈γ(c)

X(c′)
d(c′)

≥
∑

c′∈γ′(c)

X(c′)
d(c′)

.Opìte, (1) isqÔei
E [B(σ)] ≥

∑

c∈A(σ)



E



X(c) +
∑

c′∈γ′(c)

X(c′)
d(c′)









≥ |A(σ)| min
c∈A(σ)







E



X(c) +
∑

c′∈γ′(c)

X(c′)
d(c′)











(3.6)Sth sunèqeia ja prospaj soume na fr�xoume apì k�tw th mèsh tim  thtuqa�a metablht 
Y (c) = X(c) +

∑

c′∈γ′(c)

X(c′)
d(c′)

,gia k�je kl sh c ∈ A(σ).Esti�zoume thn prosoq  ma se mia kl sh c ∈ A(σ). 'Estw Ω = 2γ′(c)to sÔnolo pou perièqei ìla ta pijan� uposÔnola tou γ′(c). Or�zoume wapodotik  geitoni� th c, kai sumbol�zoume me Γ(c), to uposÔnolo tou γ′(c)pou perièqei ti kl sei tou γ′(c) oi opo�e, ìtan emfan�zontai, den upìkein-tai se kanènan periorismì lìgw kl sewn th akolouj�a σ se kuyèle poubr�skontai se apìstash 2 apì thn kuyèlh sthn opo�a emfan�zetai h kl sh c.Profan¸, h Γ(c) e�nai mia tuqa�a metablht  pou lamb�nei ti timè th apì41



to deigmatoq¸ro Ω. Diaisjhtik�, to an mia bèltisth kl sh c g�netai apodekt apì ton algìrijmo exart�tai apì thn apodotik  geitoni� Γ(c). 'Eqoume:
E [Y (c)] =

∑

γ∈Ω



E



X(c) +
∑

c′∈γ

X(c′)
d(c′)

|Γ(c) = γ



 · Pr[Γ(c) = γ]





≥ min
γ∈Ω







E



X(c) +
∑

c′∈γ

X(c′)
d(c′)

|Γ(c) = γ











= min
γ∈Ω







E [X(c)|Γ(c) = γ] + E





∑

c′∈γ

X(c′)
d(c′)

|Γ(c) = γ











(3.7)Gia na upolog�soume thn E [X(c)|Γ(c) = γ], parathroÔme ìti o algìrijmo
p�Random mpore� na k�nei apodekt  th c mìnon an èqei aporr�yei ìle tikl sei sthn apodotik  geitoni� th γ. H pijanìthta ìle oi kl sei th γna aporrifjoÔn dedomènou ìti Γ(c) = γ e�nai (1 − p)|γ|, en¸ tìte h c g�netaiapodekt  me pijanìthta p. Epomènw,

E [X(c)|Γ(c) = γ] = p(1 − p)|γ|. (3.8)To na fr�xoume apì k�tw E
[

∑

c′∈γ
X(c′)
d(c′) |Γ(c) = γ

] e�nai pio polÔploko.Sti Enìthte 3.3.1 kai 3.3.2, jewroÔme dÔo peript¸sei arai¸n diktÔwn, dh-lad , d�ktua bajmoÔ tr�a kai tèssera.Apì th stigm  pou èqoume upolog�sei èna k�tw fr�gma gia thn E [Y (c)]gia k�je kl sh th c ∈ A(σ), apì th sqèsh (2) kai ton orismì tou sug-kritikoÔ lìgou apìdosh, mporoÔme na upolog�soume èna �nw fr�gma gia tosugkritikì lìgo apìdosh ρ(p) tou algor�jmou p�Random:
ρ(p) ≤

(

min
c∈A(σ)

E [Y (c)]

)−1 (3.9)3.3.1 An�lush tou p-Random gia d�ktua bajmoÔ 3Upojètoume ìti oi kl sei th akolouj�a σ emfan�zontai sti kuyèleenì diktÔou me bajmì tr�a. Tìte, gia k�je kl sh c pou g�netai apodekt apì to bèltisto algìrijmo, jewroÔme ìle ti pijanè peript¸sei gia thnapodotik  geitoni� th c. Mia per�ptwsh parousi�zetai sto Sq ma 3.8. Hkl sh c e�nai h kl sh pou g�netai apodekt  apì to bèltisto algìrijmo. Hkl sh aut  e�nai geitonik  me ti kl sei c1, c2, c3. Ta bèlh anaparistoÔnto qrìno. Gia par�deigma, to bèlo apì thn c1 sthn c shma�nei ìti h c142



emfan�sthke prin th c. Shmei¸noume ìti se mia swst  per�ptwsh den up�rqeikateujunìmeno kÔklo sth geitoni� th c kai bèlh an�mesa sth c kai tigeitonikè th kl sei kateujÔnontai pro th c.
c1

c
2

c
3

c

σ

1σ

2

Sq ma 3.8: Mia per�ptwsh gia thn apodotik  geitoni� mia bèltisth kl sh
c. H akolouj�a σ pou parousi�zetai sto Sq ma 3.8 perièqei ep�sh ti upako-louj�e σ1 kai σ2. H sugkekrimènh per�ptwsh gia th c de ja lhfje� upìyh sthnan�lus  ma gia ton ex  lìgo. Upojètoume ìti o bèltisto algìrijmo k�neiapodektì to sÔnolo twn kl sewn A(σ) = {c} ∪ A(σ1) ∪ A(σ2), ìpou A(σ1)kai A(σ2) sumbol�zoun ta uposÔnola tou A(σ) pou perièqoun kl sei twn σ1kai σ2, ant�stoiqa. Shmei¸noume ìti to sÔnolo A′(σ) = {c3}∪A(σ1)∪A(σ2)den perièqei geitonikè metaxÔ tou kl sei kai, epiplèon, èqei mègejo �so meto mègejo tou sunìlou A(σ). Epomènw, mporoÔme na upojèsoume ìti to
A′(σ) e�nai to sÔnolo twn bèltistwn kl sewn kai na jewr soume mia polÔpio apl  per�ptwsh gia th c3. 'Etsi, petuqa�noume ènan �llo periorismì giati peript¸sei pou prèpei na l�boume upìyh ma sthn an�lush: h bèltisthkl sh èqei to polÔ m�a geitonik  kl sh koin  me k�poia apì ti geitonikèth kl sei. Se èna d�ktuo bajmoÔ tr�a, oi èxi peript¸sei pou prèpei na l�-boume upìyh ma parousi�zontai sto Sq ma 3.9. Oi summetrikè peript¸seiparale�pontai.Sumbol�zoume me Bi th mèsh tim  th Y (c) dedomènou ìti h apodotik geitoni� th c akolouje� thn per�ptwsh γi, gia i = 0, 1, ..., 5.Profan¸, apì thn (3.4), èqoume

B0(c) = p (3.10)Gia thn per�ptwsh γ1, èqoume ìti d(c1) ≤ 3, afoÔ to d�ktuo èqei mègistobajmì tr�a. Profan¸, E [∑c′∈γ
X(c′)
d(c′) |Γ(c) = γ1

]

≥ p/3 kai, qrhsimopoi¸n-ta thn (3.4), pa�rnoume ìti
B1(c) ≥ p(1 − p) + p/3

= 4p/3 − p2 (3.11)43
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(4) (5)(3)Sq ma 3.9: Oi èxi peript¸sei pou prèpei na l�boume upìyh sthn an�lush.(i) antistoiqe� sthn per�ptwsh γi.Gia thn per�ptwsh γ2, èqoume ep�sh ìti d(c1) ≤ 3 kai d(c2) ≤ 3 kai
E
[

∑

c′∈γ
X(c′)
d(c′) |Γ(c) = γ2

]

≥ 2p/3. Qrhsimopoi¸nta thn (3.4), pa�rnoume ìti
B2(c) ≥ p(1 − p)2 + 2p/3

= 5p/3 − 2p2 + p3 (3.12)Gia thn per�ptwsh γ3, èqoume ìti d(c1) ≤ 3, d(c2) ≤ 3, d(c3) ≤ 3 kai
E
[

∑

c′∈γ
X(c′)
d(c′) |Γ(c) = γ3

]

≥ p. Qrhsimopoi¸nta thn (3.4), èqoume
B3(c) ≥ p(1 − p)3 + p

= 2p − 3p2 + 3p3 − p4 (3.13)Gia thn per�ptwsh γ4, èqoume ìti d(c1) ≤ 2 kai d(c2) ≤ 2, afoÔ to d�ktuoèqei mègisto bajmì tr�a. Gia na upolog�soume thn E
[

∑

c′∈γ
X(c′)
d(c′) |Γ(c) = γ4

]parathroÔme ìti h c1 g�netai apodekt  me pijanìthta p en¸ h c2 g�netai apo-dekt  me pijanìthta p an h c1 èqei  dh aporrifje�, dhlad , h pijanìthta h c2na g�nei apodekt  e�nai p(1 − p). Epomènw,
E





∑

c′∈γ

X(c′)
d(c′)

|Γ(c) = γ4



 ≥ p/2 + p(1 − p)/2

= p − p2/2Qrhsimopoi¸nta thn (3.4), pa�rnoume ìti
B4(c) ≥ p(1 − p)2 + p − p2/2

= 2p − 5p2/2 + p3 (3.14)44



Gia thn per�ptwsh γ5, èqoume ìti d(c1) ≤ 2, d(c2) ≤ 2 kai d(c3) ≤ 3, afoÔ tod�ktuo èqei mègisto bajmì tr�a. Qrhsimopoi¸nta thn parap�nw epiqeirhma-tolog�a, èqoume
E





∑

c′∈γ

X(c′)
d(c′)

|Γ(c) = γ5



 ≥ p/2 + p(1 − p)/2 + p/3

= 4p/3 − p2/2Qrhsimopoi¸nta thn (4), èqoume
B4(c) ≥ p(1 − p)3 + 4p/3 − p2/2

= 7p/3 − 7p2/2 + 3p3 − p4 (3.15)H mèsh tim  th Y (c) mpore� na grafte� w
E [Y (c)] ≥ min

i
Bi(c) (3.16)K�nonta pr�xei me ti (3.7)�(3.11), mporoÔme na doÔme ìti (afoÔ p ∈ [0, 1])

B1(c) ≤ min{B2(c), B3(c), B4(c), B5(c)}.Gia p ≥ 1/3 (pou perièqei ti timè th p gia ti opo�e endiaferìmaste pro-keimènou na belti¸soume ta gnwst� apotelèsmata), h (3.6) kai h (3.7) d�nounep�sh B1(c) ≤ B0(c). Epomènw, gia p ∈ [1/3, 1], h tim  B1(c) e�nai èna k�twfr�gma gia thn E [Y (c)] gia k�je kl sh c ∈ A(σ) pou exart�tai mìno apìthn p. Qrhsimopoi¸nta thn (3.5), èqoume ìti gia p ∈ [1/3, 1], o sugkritikìlìgo apìdosh tou algor�jmou p�Random e�nai
ρ(p) ≤ 3

4p − 3p2
.To dex� mèro th parap�nw anisìthta elaqistopoie�tai gia p = 2/3 sthntim  9/4. Katal goume sto akìloujo je¸rhma.Je¸rhma 13. Up�rqei on–line pijanotikì algìrijmo elègqou kl sewn mesugkritikì lìgo apìdosh 9/4 gia arai� asÔrmata kuyelik� d�ktua bajmoÔtr�a pou uposthr�zoun m�a suqnìthta.Qrhsimopoi¸nta th teqnik  twn Awerbuch kai �llwn, mporoÔme na me-tatrèyoume ton algìrijmo autì kat�llhla ¸ste na douleÔei kai gia pollèsuqnìthte. Epitugq�noume to akìloujo sumpèrasma.Sumpèrasma 14. Up�rqei on–line pijanotikì algìrijmo elègqou kl sewnme sugkritikì lìgo apìdosh 2.787 gia arai� asÔrmata kuyelik� d�ktua baj-moÔ tr�a pou uposthr�zoun pollè suqnìthte.45



3.3.2 An�lush tou p-Random gia d�ktua bajmoÔ 4Sthn enìthta aut  perigr�foume perilhptik� thn apìdeixh gia to sugkri-tikì lìgo apìdosh tou algor�jmou p�Random gia d�ktua me bajmì tèssera.Upojètoume ìti oi kl sei th akolouj�a σ emfan�zontai sti kuyèle enìdiktÔou me bajmì tèssera. P�li, gia k�je kl sh c pou g�netai apodekt  apìto bèltisto algìrijmo, jewroÔme ìle ti pijanè peript¸sei gia thn apo-dotik  geitoni� th c. Autè oi peript¸sei kataskeu�zontai ìpw kai sthnprohgoÔmenh enìthta kai t¸ra isqÔoun oi akìloujoi periorismo� :� To polÔ tèsseri kl sei emfan�zontai prin th c.� Den up�rqei kateujunìmeno kÔklo sth geitoni� th c kai ta bèlhan�mesa sth c kai ti geitonikè th kl sei kateujÔnontai pro th c.� H bèltisth kl sh c èqei to polÔ dÔo koinè geitonikè kl sei me k�jem�a apì ti geitonikè th kl sei.Se èna d�ktuo bajmoÔ tèssera, prèpei na l�boume upìyh ma e�kosi treipeript¸sei ant� gia èxi pou melet same gia d�ktua bajmoÔ tr�a. Ja anafè-roume endeiktik� m�a apì autè ti peript¸sei. Sumbol�zoume me B′
i(c) thmèsh tim  th Y (c) dedomènou ìti h apodotik  geitoni� th c akolouje� thnper�ptwsh γ′

i, gia i = 0, 1, ..., 22. Ja upolog�soume th mèsh tim  th B′
4(c)of Y (c) dedomènou ìti h apodotik  geitoni� th c akolouje� thn per�ptwsh

γ′
4 pou e�nai h �dia me thn per�ptwsh γ4 tou Sq mato 3.9.'Eqoume ìti d(c1) ≤ 3 kai d(c2) ≤ 3, afoÔ to d�ktuo èqei mègisto bajmìtèssera. Gia na upolog�soume thn E

[

∑

c′∈γ
X(c′)
d(c′) |Γ(c) = γ′

4

], parathroÔmeìti h c1 g�netai apodekt  me pijanìthta p en¸ h c2 g�netai apodekt  me pi-janìthta p an h c1 èqei  dh aporrifje�, dhlad , h pijanìthta h c2 na g�neiapodekt  e�nai p(1 − p). Epomènw,
E





∑

c′∈γ

X(c′)
d(c′)

|Γ(c) = γ4



 ≥ p/3 + p(1 − p)/3

= 2p/3 − p2/3Qrhsimopoi¸nta thn (3.4), èqoume ìti
B′

4(c) ≥ p(1 − p)2 + 2p/3 − p2/3

= 5p/3 − 7p2/3 + p3 (3.17)Qrhsimopoi¸nta parìmoia epiqeirhmatolog�a me thn Enìthta 3.3.1, exe-t�zonta ìle ti peript¸sei, mporoÔme na doÔme ìti, gia k�poie timè th p,46



e�nai B′
4(c) = mini B

′
i(c). Epomènw, gia ti sugkekrimène timè th p, h tim 

B′
4(c) apotele� èna k�tw fr�gma gia thn E [Y (c)] gia k�je kl sh c ∈ A(σ) pouexart�tai mìno apì thn p. Qrhsimopoi¸nta thn (3.5), èqoume ìti gia ti sug-kekrimène timè th p, o sugkritikì lìgo apìdosh ρ′(p) tou algor�jmou

p�Random e�nai
ρ′(p) ≤ 3

5p − 7p2 + 3p3
.To dex� mèro th parap�nw anisìthta elaqistopoie�tai gia p = 5/9 sthntim  729/275 = 2.651. Katal goume sto akìloujo je¸rhma.Je¸rhma 15. Up�rqei on–line pijanotikì algìrijmo elègqou kl sewn mesugkritikì lìgo apìdosh 2.651 gia arai� asÔrmata kuyelik� d�ktua bajmoÔtèssera pou uposthr�zoun m�a suqnìthta.To fr�gma autì sump�ptei me to kalÔtero gnwstì apotèlesma gia ideat�asÔrmata kuyelik� d�ktua pou èqoume  dh anafèrei [13℄. Qrhsimopoi¸ntathn teqnik  twn Awerbuch et al., mporoÔme na metatrèyoume ton algìrijmoautì kat�llhla ¸ste na douleÔei kai gia pollè suqnìthte. Epitugq�noumeto akìloujo sumpèrasma.Sumpèrasma 16. Up�rqei on–line pijanotikì algìrijmo elègqou kl sewnme sugkritikì lìgo apìdosh 3.182 gia arai� asÔrmata kuyelik� d�ktua baj-moÔ tèssera pou uposthr�zoun pollè suqnìthte.3.4 An�lush tou algor�jmou p-Random gia auja�-reta d�ktuaEpekte�noume t¸ra thn an�lush tou algor�jmou p�Random se auja�retad�ktua pou uposthr�zoun m�a suqnìthta. Ekfr�zoume to apotèlesma sunar-t sei to mègistou bajmoÔ ∆ tou diktÔou. Oi Pantziou kai �lloi [52℄ meletoÔnth sugkritik  apìdosh tou algor�jmou 1

∆�Random sth mèsh per�ptwsh, kaiapodeiknÔoun ìti o sugkritikì lìgo apìdos  tou ìtan ektele�tai gia ako-louj�e kl sewn pou dhmiourgoÔntai sÔmfwna me sugkekrimène pijanotikèkatanomè e�nai kat� polÔ mikrìtero apì to mèso bajmì tou diktÔou. Qrh-simopoi¸nta èna aplì pijanotikì epiqe�rhma ja apode�xoume to akìloujoapotèlesma.Je¸rhma 17. Gia k�je d�ktuo me mègisto bajmì ∆ ≥ 2, up�rqei èna pija-notikì algìrijmo elègqou apodoq  kl sewn me sugkritikì lìgo apìdosh
27∆/28 apènanti se antip�lou qwr� mn mh.47



Apìdeixh. 'Estw G èna d�ktuo me mègisto bajmì ∆. JewroÔme thn ektèleshtou algor�jmou p�Random (me 1/∆ < p ≤ 1) gia mia akolouj�a kl sewn σsto d�ktuo G. SÔmfwna me tou sumbolismoÔ tou Jewr mato 7, èqoume ìtito mèso katanemhmèno kèrdo gia k�je kl sh c pou g�netai apodekt  apì tobèltisto algìrijmo e�nai
E [b̄(c)] ≥ X(c) +

∑

c′∈γ′(c) X(c′)

∆
,en¸ to mèso kèrdo to algor�jmou ìtan ektele�tai gia thn akolouj�a σ d�netaiapì th sqèsh

E [B(σ)] =
∑

c∈A(σ)

E [b̄(c)].'Estw q(c) h pijanìthta na e�nai∑c′∈γ′(c) X(c′) = 0, dhlad , kami� kl shsth geitoni� th kl sh c na mhn exuphrethje�. Tìte
E [b̄(c)] ≥ q(c)p +

1 − q(c)

∆

= q(c)

(

p − 1

∆

)

+
1

∆
.Shmei¸noume ìti q(c) ≥ (1 − p)∆, gia k�je kl sh c ∈ σ. Epomènw,

E [b̄(c)] ≥ (1 − p)∆
(

p − 1

∆

)

+
1

∆
.To dex� tm ma th èkfrash megistopoie�tai gia p = 2

∆+1 . Sthn per�ptwshaut , èqoume ìti
E [b̄(c)] ≥

(

1 − 2

∆ + 1

)∆( 2

∆ + 1
− 1

∆

)

+
1

∆

=
1

∆

(

(

1 − 2

∆ + 1

)∆+1

+ 1

)

≥ 1

∆

(

1

27
+ 1

)

=
28

27∆ 48



Katal goume sto sumpèrasma ìti 1, gia to kèrdo tou algor�jmou 2
∆+1�

Random, isqÔoun oi akìlouje anisìthte:
BOPT (σ) ≤ 27∆

28
E [B(σ)].Kai ètsi prokÔptei to Je¸rhma.Shmei¸noume ìti apì to je¸rhma 17 twn Awerbuch kai �llwn [1℄, su-nep�getai h Ôparxh enì pijanotikoÔ algor�jmou elègqou apodoq  kl -sewn gia auja�reta pollè suqnìthte me sugkritikì lìgo apìdosh to polÔ

27∆/28 + 1.JewroÔme t¸ra èna d�ktuo me gr�fhma parembol¸n G kai èstw γ(G) tomègejo tou mègistou anex�rthtou sunìlou sth geitoni� k�je koruf . 'Opwe�dame sthn Enìthta 3.1, se k�je d�ktuo, h tim  γ(G) apotele� èna k�twfr�gma gia to sugkritikì lìgo apìdosh k�je nteterministikoÔ algor�jmou.Eis�gonta thn tim  |γ(G)| sthn apìdeixh tou Jewr mato 17, katal goumesto ex  sumpèrasma.Sumpèrasma 18. Gia k�je d�ktuo pou uposthr�zei m�a suqnìthta me γ(G) ≥
2 kai 1/2 < p < 1, o algìrijmo p�Random èqei (austhr�) kalÔtero sug-kritikì lìgo apìdosh apì k�je nteterministikì algìrijmo.Profan¸, an γ(G) = 1   γ(G) = 0, o �plhsto nteterministikì algì-rijmo e�nai bèltisto.3.5 'Ena aplì algìrijmo me sugkritikì lìgoapìdosh 8/3Sthn enìthta aut  parousi�zoume ton algìrijmo CRS-A, ènan aplì pi-janotikì on-line algìrijmo elègqou apodoq  kl sewn se kuyelik� d�ktuame apìstash epanaqrhsimopo�hsh 2. O algìrijmo douleÔei se d�ktua mem�a suqnìthta kai èqei sugkritikì lìgo apìdosh apènanti se antip�louqwr� mn mh pou e�nai parapl sio (all� elafr¸ qeirìtero) apì autìn pouepitugq�netai apì ton algìrijmo p-Random.1ParathroÔme ìti oi anisìthte gia thn E [b̄(c)] sunep�gontai ìti

lim
∆→∞

∆E [b̄(c)] = 1 + e
−2

.Epomènw, gia graf mata me arket� meg�lo mègisto bajmì ∆, o algìrijmo 2
∆+1

�
Random èqei sugkritikì lìgo apìdosh to polÔ (0.8808 + ǫ)∆ gia k�poio mikrì ǫ > 0.49



O algìrijmo CRS-A qrhsimopoie� ènan qrwmatismì twn kuyel¸n me tès-sera qr¸mata 0, 1, 2, kai 3, ètsi ¸ste mìno dÔo qr¸mata na qrhsimopoioÔntaisti kuyèle pou an koun ston �dio �xona. Autì mpore� na g�nei qrwmat�zon-ta ti kuyèle ston �dio x-�xona e�te me ta qr¸mata 0 kai 1 e�te me ta qr¸mata
2 kai 3, kai ti kuyèle ston �dio y-�xona e�te me ta qr¸mata 0 kai 2 e�te meta qr¸mata 1 kai 3, kai ti kuyèle sto �dio z-�xona e�te me ta qr¸mata 0 kai
3 e�te me ta qr¸mata 1 kai 2. 'Ena tètoio qrwmatismì fa�netai arister�sto Sq ma 3.10.O algìrijmo CRS-A tuqa�a epilègei èna apì ta tèssera qr¸mata kaiektele� ton �plhsto algìrijmo sti kuyèle pou e�nai qrwmatismène me taupìloipa tr�a qr¸mata, agno¸nta (dhl., aporr�ptonta) ìle ti kl sei sekuyèle pou èqoun qrwmatiste� me to qr¸ma pou epilèqjhke.
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0Sq ma 3.10: O 4-qrwmatismì pou qrhsimopoie�tai apì ton algìrijmo CRS-Akai to ant�stoiqo upogr�fhma tou graf mato parembol¸n pou sqhmat�zetaiapì korufè pou den èqoun qrwmatiste� me to qr¸ma 3.Je¸rhma 19. O algìrijmo CRS-A se kuyelik� d�ktua me apìstash epa-naqrhsimopo�hsh 2 pou uposthr�zoun m�a suqnìthta èqei sugkritikì lìgoapìdosh 8/3 apènanti se antip�lou qwr� mn mh.Apìdeixh. 'Estw mia akolouj�a kl sewn σ kai O to sÔnolo twn kl sewn poug�nontai dektè apì to bèltisto algìrijmo. 'Estw σ′ to sÔnolo twn kl sewnse kuyèle pou den èqoun qrwmatiste� me to epilegmèno qr¸ma kai èstw O′ tosÔnolo twn kl sewn pou ja e�qe deqte� o bèltisto algìrijmo me e�sodo σ′.Profan¸, to |O′| ja e�nai toul�qisto ìso kai to mègejo tou uposunìlou tou
O pou an kei sth σ′. AfoÔ h pijanìthta h kuyèlh mia kl sh tou O na mhne�nai qrwmatismènh me to epilegmèno qr¸ma e�nai 3/4, isqÔei E [|O′|] ≥ 3

4 |O|.'Estw t¸ra B to sÔnolo twn kl sewn pou g�nontai dektè apì ton algìrijmo
CRS-A, dhl., to sÔnolo twn kl sewn pou g�nontai dektè apì ton �plhstoalgìrijmo ìtan ektele�tai gia thn akolouj�a σ′. ParathroÔme ìti k�je kl shsto O′ e�te an kei sto B e�te aporr�ptetai giat� k�poia �llh kl sh èqei g�nei50



apodekt . Epiplèon, mia kl sh tou B \O′ mpore� na prokalèsei thn apìrriyhto polÔ dÔo kl sewn tou O′. Autì shma�nei ìti |B| ≥ |O′|/2 pou sunep�getaiìti o sugkritikì lìgo apìdosh tou algor�jmou CRS-A e�nai
|O|

E [|B|] ≤
2|O|
E [|O′|] ≤

8

3
.To basikì pleonèkthma tou algor�jmou CRS-A e�nai to ìti qrhsimopoie�mìno dÔo tuqa�a duadik� yhf�a. Sth sunèqeia, parousi�zoume aploÔ on-linealgìrijmou me beltiwmènou sugkritikoÔ lìgou apìdosh pou qrhsimo-poioÔn elafr¸ isqurìtere phgè tuqaiìthta kai douleÔoun se d�ktua meauja�reta pollè suqnìthte.3.6 Algìrijmoi ��taxinìmhsh kai tuqa�a epilog  ��O algìrijmo CRS-A bas�zetai ston algìrijmo ��taxinìmhsh kai tuqa�aepilog  ��. Qrhsimopoie� èna qrwmatismì tou graf mato parembol¸n (qw-r� apara�thta na qrhsimopoie� ton el�qisto dunatì arijmì qrwm�twn) kaimia kathgoriopo�hsh twn qrwm�twn. O algìrijmo arqik� epilègei tuqa�amia qrwmatik  kl�sh (dhlad , èna sÔnolo qrwm�twn) kai sth sunèqeia ekte-le� ton �plhsto algìrijmo sti kuyèle pou e�nai qrwmatismène me qr¸mataapì thn epilegmènh qrwmatik  kl�sh, agno¸nta (dhlad , aporr�ptonta)kl sei se kuyèle qrwmatismène me qr¸mata pou den an koun sth sugke-krimènh qrwmatik  kl�sh. O algìrijmo CRS-A qrhsimopoie� gia to gr�fhmaparembol¸n èna qrwmatismì me tèssera qr¸mata 0, 1, 2, kai 3, kai tèsseriqrwmatikè kl�sei {0, 1, 2}, {0, 1, 3}, {0, 2, 3}, kai {1, 2, 3}. Shmei¸noume ìti,stou prohgoÔmenou gnwstoÔ algor�jmou pou bas�zontai sto par�deigma��taxinìmhsh kai tuqa�a epilog  ��, oi qrwmatikè kl�sei e�nai monosÔnola(p.q., [2℄, [52℄).To akìloujo aplì l mma parèqei mia epark  sunj kh ¸ste na mporoÔnna epiteuqjoÔn apodotiko� on-line algìrijmoi me b�sh to par�deigma ��taxi-nìmhsh kai tuqa�a epilog  ��.L mma 20. JewroÔme èna d�ktuo me gr�fhma parembol¸n G = (V, E)pou uposthr�zei w suqnìthte kai èstw χ èna qrwmatismì twn koruf¸ntou V me qr¸mata apì èna sÔnolo X. An up�rqoun ν sÔnola qrwm�twn

s0, s1, ..., sν−1 ⊆ X kai èna akèraio λ ètsi ¸ste
• k�je qr¸ma tou X na an kei se toul�qisto λ diaforetik� apì sÔnola

s0, s1, ..., sν−1, kai 51



• gia i = 0, 1, ..., ν−1, k�je sunektik  sunist¸sa tou upograf mato tou
G pou sqhmat�zetai apì ti korufè pou èqoun qrwmatiste� me qr¸matatou sunìlou si e�nai kl�ka,tìte up�rqei èna on-line pijanotikì algìrijmo elègqou apodoq  kl sewngia to d�ktuo G pou èqei sugkritikì lìgo apìdosh ν/λ apènanti se antip�louqwr� mn mh.Apìdeixh. JewroÔme èna d�ktuo me gr�fhma parembol¸n G to opo�o uposthr�-zei w suqnìthte kai ènan pijanotikì on-line algìrijmo pou douleÔei w ex .Epilègei tuqa�a m�a apì ti ν qrwmatikè kl�sei s0, ..., sν−1 kai ektele� ton�plhsto algìrijmo gia ti kuyèle pou e�nai qrwmatismène me qr¸mata apìthn epilegmènh qrwmatik  kl�sh, aporr�ptonta ìle ti kl sei se kuyèlepou den e�nai qrwmatismène me qr¸mata th epilegmènh qrwmatik  kl�sh.'Estw σ mia akolouj�a kl sewn kai O to sÔnolo twn kl sewn pou g�non-tai dektè apì to bèltisto algìrijmo ìtan autì ektele�tai gia thn akolouj�a

σ. Upojètoume ìti o algìrijmo epilègei th qrwmatik  kl�sh si. 'Estw σ′ hakolouj�a twn kl sewn sti kuyèle pou e�nai qrwmatismène me qr¸mata thkl�sh si kai O′ to sÔnolo twn kl sewn pou g�nontai dektè apì to bèltistoalgìrijmo ìtan autì ektele�tai gia thn akolouj�a σ′. Sumbol�zoume me Bto sÔnolo twn kl sewn pou g�nontai dektè apì ton algìrijmo. Kat' arq nmporoÔme eÔkola na de�xoume ìti |B| = |O′|. 'Estw Gj mia sunektik  sunist¸-sa tou upograf mato tou G pou sqhmat�zetai apì ti korufè tou G poue�nai qrwmatismènoi me qr¸mata th kl�sh si. 'Estw σj h upakolouj�a th
σ′ pou apotele�tai apì kl sei sti kuyèle pou antistoiqoÔn sti korufètou Gj . Profan¸, k�je algìrijmo (sumperilambanomènou tou bèltistou)exuphret sei to polÔ m�a kl sh th σj se k�je suqnìthta. An o bèltistoalgìrijmo apodèqetai w kl sei, autì shma�nei ìti h akolouj�a σj perièqeitoul�qiston w kl sei kai o �plhsto algìrijmo, ìtan ektele�tai gia thnakolouj�a σ′, ja k�nei apodektè w kl sei th σj (m�a kl sh se k�je m�a apìti diajèsime suqnìthte). An o bèltisto algìrijmo apodèqetai w′ < wkl sei th σj , autì shma�nei ìti h σj apotele�tai akrib¸ apì w′ < w kl -sei kai o �plhsto algìrijmo ja ti exuphret sei ìle se w′ diaforetikèsuqnìthte. Epeid  mia kl sh th σj den uf�statai periorismoÔ apì kl seith σj′ gia j 6= j′, katal goume sto ìti |B| = |O′|.H apìdeixh oloklhr¸netai me thn parat rhsh ìti to mèso kèrdo toubèltistou algor�jmou ìtan autì ektele�tai gia k�je pijan  akolouj�a kl -sewn σ′ pou kajor�zetai mèsw th tuqa�a epilog  tou algor�jmou e�nai
E [|O′|] ≥ ν

λ
|O|, afoÔ, gia k�je kl sh tou sunìlou O, h pijanìthta to qr¸math kuyèlh th na an kei sthn epilegmènh qrwmatik  kl�sh e�nai toul�qi-ston ν/λ. Epomènw, o sugkritikì lìgo apìdosh tou algor�jmou apènanti52



se antip�lou qwr� mn mh e�nai
|O|

E [|B|] =
|O|

E [|O′|] ≤ λ/ν.Sth sunèqeia, parousi�zoume dÔo pijanotikoÔ on-line algor�jmou elèg-qou apodoq  kl sewn gia kuyelik� d�ktua me apìstash epanaqrhsimopo�h-sh 2, tou CRS-B kai CRS-C, oi opo�oi ep�sh bas�zontai ston algìrijmo��taxinìmhsh kai tuqa�a epilog  �� kai petuqa�noun akìma kalÔterou sug-kritikoÔ lìgou apìdosh.JewroÔme èna qrwmatismì twn kuyel¸n me pènte qr¸mata 0, 1, 2, 3, kai 4ètsi ¸ste gia k�je i ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, kai gia k�je kuyèlh pou e�nai qrwmati-smènh me to qr¸ma i, oi dÔo geitonikè th kuyèle ston �xona x na qrwmat�-zontai me ta qr¸mata (i− 1) mod 5 kai (i + 1) mod 5, en¸ oi upìloipe tès-seri geitonikè th kuyèle na qrwmat�zontai me ta qr¸mata (i + 2) mod 5kai (i + 3) mod 5. 'Ena tètoio qrwmatismì fa�netai arister� sto Sq -ma 3.11. Ep�sh, or�zoume san si = {i, (i + 1) mod 5}, gia i = 0, 1, ..., 4.ParathroÔme ìti, gia k�je i = 0, 1, ..., 4, k�je zeÔgo geitonik¸n kuyel¸npou e�nai qrwmatismène me ta qr¸mata i kai (i + 1) mod 5 e�nai geitonikì mekuyèle pou e�nai qrwmatismène me ta qr¸mata (i+2) mod 5, (i+3) mod 5,kai (i + 4) mod 5, dhlad , me qr¸mata pou den an koun sthn kl�sh si. Epo-mènw, o qrwmatismì χ kai oi qrwmatikè kl�sei si plhroÔn ti sunj kepou or�zontai sto L mma 20 gia ν = 5 kai λ = 2. KaloÔme CRS-B tonalgìrijmo pou qrhsimopoie� autì to qrwmatismì kai leitourge� sÔmfwna meto par�deigma ��taxinìmhsh kai tuqa�a epilog  �� ìpw sthn apìdeixh touL mmato 20. Katal goume sto akìloujo Je¸rhma.
0 1 2 43 4 0 1 2 3

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

3 4 0 10 1 2 3 4

3 4 0 10 1 2 3 4

3 4 0 10 1 2 3 4

0 1 2 13 4 5 26 0

5 6 0 61 2 3 04 5

3 4 5 46 0 1 52 3

1 2 3 24 5 6 30 1

6 0 13 4 5 2 3 4

2 3 46 0 1 5 6 0

4 5 61 2 3 0 1 2

Sq ma 3.11: O 5-qrwmatismì pou qrhsimopoie�tai apì ton algìrijmo CRS-
B kai o 7-qrwmatismì pou qrhsimopoie�tai apì ton CRS-C. Oi skiasmènekuyèle e�nai eke�ne pou èqoun qrwmatiste� me qr¸mata sto sÔnolo s0.53



Je¸rhma 21. O algìrijmo CRS-B se kuyelik� d�ktua me apìstash epana-qrhsimopo�hsh 2 èqei sugkritikì lìgo apìdosh 5/2 apènanti se antip�louqwr� mn mh.JewroÔme t¸ra ènan qrwmatismì twn kuyel¸n me ept� qr¸mata 0, 1, ..., 6ètsi ¸ste gia k�je kuyèlh pou èqei qrwmatiste� me to qr¸ma i (gia i =
0, ..., 6), oi dÔo geitonikè th kuyèle ston �xona x na e�nai qrwmatismèneme ta qr¸mata (i − 1) mod 7 kai (i + 1) mod 7, en¸ oi dÔo geitonikè thkuyèle ston �xona z na e�nai qrwmatismène me ta qr¸mata (i − 3) mod 7kai (i+3) mod 7. 'Ena tètoio qrwmatismì fa�netai dexi� sto Sq ma 3.11.Or�zoume si = {i, (i + 1) mod 7, (i + 3) mod 7}, gia i = 0, 1, ..., 6. Parath-roÔme ìti gia k�je i = 0, 1, ..., 6, k�je tr�gwno pou or�zetai apì kuyèle poue�nai qrwmatismène me ta qr¸mata i, (i + 1) mod 7, kai (i + 3) mod 7 e�naigeitonikì me kuyèle pou èqoun l�bei ta qr¸mata (i+2) mod 7, (i+4) mod 7,
(i+5) mod 7, kai (i+6) mod 7, dhl., qr¸mata pou den an koun sto sÔnolo
si. Epomènw, o qrwmatismì χ kai oi qrwmatikè kl�sei si ikanopoioÔnti sunj ke tou L mmato 20 gia ν = 7 kai λ = 3. KaloÔme CRS-C tonalgìrijmo pou qrhsimopoie� ton parap�nw qrwmatismì kai douleÔei sÔmfwname ton algìrijmo ��taxinìmhsh kai tuqa�a epilog  �� pou parousi�same giathn apìdeixh tou L mmato 20. Katal goume sto akìloujo Je¸rhma.Je¸rhma 22. O algìrijmo CRS-C se kuyelik� d�ktua me apìstash epana-qrhsimopo�hsh 2 èqei sugkritikì lìgo apìdosh 7/3 apènanti se antip�louqwr� mn mh.Oi dÔo parap�nw algìrijmoi (CRS-B kai CRS-C) qrhsimopoioÔn mia ph-g  tuqaiìthta h opo�a epilègei isop�jana èna apì ènan perittì arijmì dia-krit¸n antikeimènwn. An diajètoume mìno ènan arijmì nomism�twn (tuqa�aduadik� yhf�a), mporoÔme na sqedi�soume algìrijmou me mikrì sugkritikìlìgo apìdosh sundu�zonta tou prohgoÔmenou algìrijmou. Gia par�-deigma, qrhsimopoi¸nta 6 tuqa�a duadik� yhf�a, mporoÔme na kataskeu�-soume ton akìloujo algìrijmo. QrhsimopoioÔme tou akèraiou 0, 1, ..., 63gia na prosdior�soume kajèna apì ta 63 apotelèsmata twn 6 tuqa�wn dua-dik¸n yhf�wn. Gia k�je apotèlesma i ∈ {0, ..., 49}, ektele�tai o algìrijmo
CRS-B qrhsimopoi¸nta ti qrwmatikè kl�sei si mod 5, en¸ gia k�je apo-tèlesma i ∈ {50, ..., 63}, ektele�tai o algìrijmo CRS-C qrhsimopoi¸nta tiqrwmatikè kl�sei s(i−50) mod 7. Autì o algìrijmo èqei sugkritikì lìgoapìdosh 32/13 ≈ 2.462 apènanti se antip�lou qwr� mn mh, afoÔ to mèsokèrdo tou e�nai toul�qiston 50/64 · 2/5 + 14/64 · 3/7 = 13/32 forè tokèrdo tou bèltistou algìrijmou. 'Omoia, qrhsimopoi¸nta 8 tuqa�a duadik�yhf�a, kataskeu�zoume ènan on-line algìrijmo me sugkritikì lìgo apìdosh54



64/27 ≈ 2.37. GenikeÔonta aut  thn idèa, gia arket� mikrì ǫ > 0, mporoÔmena kataskeu�soume ènan algìrijmo pou qrhsimopoie� t = O(log 1/ǫ) tuqa�aduadik� yhf�a, kai, gia ta 2t mod 7 apì ta 2t apotelèsmat� tou, den k�neit�pota, en¸ gia ta upìloipa apotelèsmata ektele�tai o algìrijmo CRS-C.Me ton trìpo autì, katal goume sto akìloujo sumpèrasma.Sumpèrasma 23. Gia k�je ǫ > 0, up�rqei èna on-line pijanotikì algì-rijmo elègqou apodoq  kl sewn gia kuyelik� d�ktua me apìstash epana-qrhsimopo�hsh 2 pou qrhsimopoie� O(log 1/ǫ) tuqa�a duadik� yhf�a kai èqeisugkritikì lìgo apìdosh to polÔ 7/3+ǫ apènanti se antip�lou qwr� mn mh.3.7 D�ktua me apìstash epanaqrhsimopo�hsh k >
2Gia kuyelik� d�ktua me apìstash epanaqrhsimopo�hsh k > 2, parousi�-zoume ton algìrijmo CRS-k pou bas�zetai sto par�deigma ��taxinìmhsh kaituqa�a epilog  ��. O algìrijmo CRS-k qrhsimopoie� ton akìloujo qrwma-tismì gia to gr�fhma parembol¸n enì kuyelikoÔ diktÔou me apìstash epana-qrhsimopo�hsh k. Oi kuyèle qrwmat�zontai me ta qr¸mata 0, 1, ..., 3k2 − 3kètsi ¸ste gia k�je kuyèlh pou qrwmat�zetai me to qr¸ma i, oi geitonikè thkuyèle ston �xona x qrwmat�zontai me ta qr¸mata (i−1) mod (3k2−3k+1)kai (i + 1) mod (3k2 − 3k + 1), en¸ oi geitonikè th kuyèle ston �xo-na z qrwmat�zontai me ta qr¸mata (i − 3(k − 1)2) mod (3k2 − 3k + 1) kai

(i + 3(k − 1)2) mod (3k2 − 3k + 1).Gia perittì k, kai gia k�je i = 0, 1, ..., 3k2 − 3k, h qrwmatik  kl�sh
si perièqei ta akìlouja qr¸mata. Gia k�je j = 0, 1, ..., k−1

2 , perièqei taqr¸mata (i + 3j(k − 1)2 − j) mod (3k2 − 3k + 1), ..., (i + 3j(k − 1)2 +
k−1
2 ) mod (3k2−3k+1), kai gia k�je j = k+1

2 , ..., k−1, perièqei ta qr¸mata
(i+ 3(k−1)3

2 +3(j− k−1
2 )(k−1)2− k−1

2 ) mod (3k2−3k +1), ..., (i+ 3(k−1)3

2 +

3(j − k−1
2 )(k − 1)2 + k − 1 − j) mod (3k2 − 3k + 1).Gia �rtio k, kai gia k�je i = 0, 1, ..., 3k2 − 3k, h qrwmatik  kl�sh

si perièqei ta akìlouja qr¸mata. Gia k�je j = 0, 1, ..., k
2 − 1, perièqeita qr¸mata (i + 3j(k − 1)2 − j) mod (3k2 − 3k + 1), ..., (i + 3j(k − 1)2 +

k
2 ) mod (3k2 − 3k + 1), kai gia k�je j = k

2 , ..., k − 1, perièqei ta qr¸mata
(i + 3(k

2 − 1)(k − 1)2 + 3(j − k
2 + 1)(k − 1)2 − k

2 + 1) mod (3k2 − 3k + 1), ...,
(i + 3(k

2 − 1)(k − 1)2 + 3(j − k
2 + 1)(k − 1)2 + k − 1− j) mod (3k2 − 3k + 1).ParathroÔme ìti, gia k = 2, prokÔptei o qrwmatismì pou qrhsimopoie�taiapì ton algìrijmo CRS-C. Parade�gmata qrwmatism¸n gia k = 3 kai k = 455



kaj¸ ep�sh kai oi kuyèle pou qrwmat�zontai me qr¸mata th qrwmatik kl�sh s0 parousi�zontai sto Sq ma 3.12.MporoÔme na apode�xoume ta dÔo parak�tw l mmata.L mma 24. 'Estw k > 2 kai G to gr�fhma parembol¸n enì kuyelikoÔdiktÔou me apìstash epanaqrhsimopo�hsh k. JewroÔme to qrwmatismì tou
G pou qrhsimopoie� o algìrijmo CRS-k kai ti kl�sei qrwm�twn si, for
i = 0, 1, ..., 3k2 − 3k. Gia k�je qr¸ma j tètoio ¸ste 0 ≤ j ≤ 3k2 − 3k, oarijmì twn diaforetik¸n kl�sewn qrwm�twn si sti opo�e an kei to qr¸ma
j e�nai 3k2

4 an k �rtio, kai 3k2+1
4 an k perittì.L mma 25. 'Estw k > 2 kai G to gr�fhma parembol¸n enì kuyelikoÔ di-ktÔou me apìstash epanaqrhsimopo�hsh k. JewroÔme to qrwmatismì tou

G pou qrhsimopoie� o algìrijmo CRS-k kai ti kl�sei qrwm�twn si, gia
i = 0, 1, ..., 3k2 − 3k. Gia i = 0, 1, ..., 3k2 − 3k, k�je sunektik  sunist¸-sa tou upograf mato tou G pou apotele�tai apì korufè tou G pou èqounqrwmatiste� me qr¸mata th kl�sh si e�nai kl�ka.Epomènw, oi qrwmatismo� kai oi qrwmatikè kl�sei pou perigr�yame plh-roÔn ti sunj ke pou or�zei to L mma 20 gia λ = 3k2−3k+1 kai ν = 3k2

4 an
k �rtio, kai ν = 3k2+1

4 an k perittì. Me b�sh to L mma 20, katal goumesto akìloujo Je¸rhma.Je¸rhma 26. O sugkritikì lìgo apìdosh apènanti se antip�lou qwr�mn mh tou algìrijmou CRS-k se kuyelik� d�ktua me apìstash epanaqrhsi-mopo�hsh k ≥ 2 e�nai 4
(

1 − 3k−1
3k2

) an k e�nai �rtio, kai 4
(

1 − 3k
3k2+1

) an ke�nai perittì.O algìrijmo CRS-k gia kuyelik� d�ktua me apìstash epanaqrhsimopo�h-sh k qrhsimopoie� mia phg  tuqaiìthta h opo�a isop�jana epilègei èna apì
3k2−3k+1 diakrit� antike�mena. Efarmìzonta ti idèe pou qrhsimopoi jh-kan sthn prohgoÔmenh enìthta, mporoÔme na petÔqoume parìmoia fr�gmatagia tou sugkritikoÔ lìgou apìdosh mèsw algor�jmwn pou qrhsimopoioÔntuqa�a duadik� yhf�a.Sumpèrasma 27. Gia k�je ǫ > 0, up�rqei èna on-line pijanotikì algìrij-mo elègqou apodoq  kl sewn gia kuyelik� d�ktua me apìstash epanaqrh-simopo�hsh k, pou qrhsimopoie� O(log 1/ǫ + log k) tuqa�a duadik� yhf�a kaièqei sugkritikì lìgo apìdosh to polÔ 4

(

1 − 3k−1
3k2

)

+ ǫ an k e�nai �rtio, kai
4
(

1 − 3k
3k2+1

)

+ ǫ an k e�nai perittì, apènanti se antip�lou qwr� mn mh.56
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Sq ma 3.12: Parade�gmata qrwmatism¸n pou qrhsimopoioÔntai apì tou al-gìrijmou CRS-3 kai CRS-4. Oi skiasmène kuyèle e�nai eke�ne pou èqounqrwmatiste� me ta qr¸mata tou sunìlou s0.57



3.8 K�tw fr�gmata'Opw e�dame sthn Enìthta 3.1, kanèna nteterministikì on-line algìrij-mo elègqou apodoq  kl sewn de mpore� na èqei sugkritikì lìgo apìdoshkalÔtero apì 3 apènanti se off-line antip�lou. EÔkola mporoÔme na epekte�-noume autì to k�tw fr�gma ¸ste na p�roume k�tw fr�gmata 4 kai 5 gia thsugkritik  apìdosh nteterministik¸n on-line algor�jmwn elègqou apodoq kl sewn gia kuyelik� d�ktua me apìstash epanaqrhsimopo�hsh k ∈ {3, 4, 5}kai k ≥ 6, ant�stoiqa.JewroÔme kuyelikì d�ktuo me apìstash epanaqrhsimopo�hsh k pou upo-sthr�zei m�a suqnìthta. To k�tw fr�gma mpore� eÔkola na epektaje� kai giad�ktua pou uposthr�zoun auja�reta pollè suqnìthte. 'Estw v m�a kuyè-lh tou diktÔou. Epikentrwnìmaste se eke�ne ti kuyèle pou br�skontai seapìstash to polÔ k − 1 apì thn v. MporoÔme na epilèxoume èna sÔnolo Sme ⌊6(k−1)
k

⌋ kuyèle pou na br�skontai se apìstash to polÔ k − 1 apì thn
v ètsi ¸ste h apìstash metaxÔ opoiwnd pote dÔo apì autè na e�nai toul�-qiston k. JewroÔme, t¸ra, èna nteterministikì algìrijmo A kai ènan off-lineant�palo ADV pou leitourge� w ex . Arqik�, o ant�palo parousi�zei m�akl sh sthn kuyèlh v. An o algìrijmo A aporr�yei thn kl sh, o ant�palostamat�ei thn akolouj�a, dhl. den parousi�zei �lle kl sei. Se aut  thnper�ptwsh o algìrijmo A den èqei kanèna kèrdo. Diaforetik� (dhl., an oalgìrijmo A apodeqte� thn kl sh sthn kuyèlh v), o ant�palo parousi�zeiapì m�a kl sh se kajemi� apì ti kuyèle tou sunìlou S. Se aut n thnper�ptwsh, to kèrdo tou algor�jmou A e�nai 1, en¸ to kèrdo tou bèltistou
off-line algìrijmou ja  tan �so me to mègejo tou sunìlou S pou e�nai 4 an
k ∈ {3, 4, 5} kai 5 an k ≥ 6.Epomènw, oi pijanotiko� algìrijmoi pou parousi�sthkan sthn prohgoÔ-menh enìthta upernikoÔn shmantik� to k�tw fr�gma gia th sugkritik  apì-dosh twn nteterministik¸n algor�jmwn. Sth sunèqeia, qrhsimopoi¸nta thnArq  Minimax [61℄ (de ep�sh [47℄), apodeiknÔoume k�tw fr�gmata gia tosugkritikì lìgo apìdosh, apènanti se antip�lou qwr� mn mh, k�je pija-notikoÔ algor�jmou gia kuyelik� d�ktua me apìstash epanaqrhsimopo�hsh
k ∈ {2, 3, 4}, k ∈ {5, · · · , 11}, k ≥ 12, kaj¸ kai gia kuyelik� d�ktua me ep�pe-dou gr�fou parembol¸n. Kai se aut  thn per�ptwsh, jewroÔme d�ktua pouuposthr�zoun m�a suqnìthta all� ta k�tw fr�gmata pou parousi�zoume mpo-re� eÔkola na epektajoÔn ¸ste na isqÔoun kai gia d�ktua pou uposthr�zounpollè suqnìthte.L mma 28 (Minimax Principle [47℄). Dedomènh mia pijanotik  katanom 
P se akolouj�e kl sewn σ, sumbol�zoume me EP [BA(σ)] kai me EP [BOPT (σ)]58



th mèsh tim  tou kèrdou enì nteterministikoÔ algor�jmou A kai tou bèl-tistou of–line algor�jmou, ant�stoiqa, ìtan auto� ekteloÔntai se akolouj�ekl sewn pou par�gontai me b�sh thn pijanotik  katanom  P. Or�zoume tosugkritikì lìgo apìdosh tou algor�jmou A sÔmfwna me thn pijanotik  ka-tanom  P, cPA na e�nai tètoio ¸ste
cPA =

EP [BOPT (σ)]

EP [BA(σ)]
.'Estw AR èna pijanotikì algìrijmo. Tìte, o sugkritikì lìgo apìdoshtou algor�jmou A me b�sh thn pijanotik  katanom  P apotele� èna k�tw fr�g-ma gia to sugkritikì lìgo apìdosh tou algor�jmou AR apènanti se antip�louqwr� mn mh, dhl.,

cPA ≤ cAR
.Je¸rhma 29. Kanèna pijanotikì algìrijmo elègqou apodoq  kl sewnse kuyelik� d�ktua me apìstash epanaqrhsimopo�hsh k ∈ {2, 3, 4} de mpore�na èqei sugkritikì lìgo apìdosh kalÔtero apì 1.857 apènanti se antip�louqwr� mn mh.Apìdeixh. JewroÔme ènan kat�llhlo qrwmatismì twn kuyel¸n tou diktÔoume ta qr¸mata kìkkino, mple, kai pr�sino. 'Estw r0 m�a kìkkinh kuyèlh,

b1, b2, kai b3 oi mple geitonikè th, kai g1, g2, kai g3 oi pr�sine geitonikèth. Ja apode�xoume ìti up�rqei èna ant�palo ADV pou dhmiourge� kl seisÔmfwna me mia pijanotik  katanom  P kat� tètoion trìpo ¸ste kanènanteterministikì algìrijmo na mh mpore� na èqei sugkritikì lìgo apìdoshkalÔtero apì 1.857 upì thn P akìma ki an gnwr�zei thn pijanotik  katanom 
P ek twn protèrwn.Or�zoume thn pijanotik  katanom  P w ex . Arqik�, o ant�palo emfa-n�zei mia kl sh se m�a kìkkinh kuyèlh r0. Met�,

• e�te stamat� thn akolouj�a, me pijanìthta 4/7,
• e�te k�nei ta akìlouja, me pijanìthta 3/7. Emfan�zei dÔo kl sei stikuyèle b1 kai b2, kai

– e�te emfan�zei m�a kl sh sthn kuyèlh b3 me pijanìthta 1/3,
– e�te emfan�zei trei kl sei sti kuyèle g1, g2, kai g3, me pijanì-thta 2/3.EÔkola fa�netai ìti to mèso kèrdo tou bèltistou off-line algor�jmou ìtanektele�tai se akolouj�e kl sewn pou dhmiourgoÔntai sÔmfwna me thn P e�nai

E[BOPT (σ)] = 1 · 4

7
+ 3 · 3

7
=

13

7
.59



'Estw A èna nteterministikì algìrijmo elègqou apodoq  kl sewn pouektele�tai gia kl sei pou par�gontai apì ton ant�palo ADV . JewroÔme tektelèsei tou algor�jmou gia t akolouj�e pou par�gontai sÔmfwna me thnpijanotik  katanom  P. 'Estw q0 o arijmì twn ektelèsewn kat� ti opo�eo algìrijmo A apodèqetai thn kl sh pou emfan�zetai sthn kuyèlh r0, kai q1o arijmì twn ektelèsewn kat� ti opo�e o A apodèqetai kai ti dÔo kl seisti kuyèle b1 kai b2.O mèso arijmì ektelèsewn kat� ti opo�e o algìrijmo den apodèqetaithn kl sh sthn kuyèlh r0 kai o ant�palo emfan�zei mia kl sh sthn kuyèlh
b3 e�nai 3

7
1
3(t − q0). 'Omoia, o mèso arijmì ektelèsewn kat� ti opo�eo algìrijmo den apodèqetai ti kl sei sti kuyèle r0, b1, kai b2 Kai oant�palo emfan�zei kl sei sti kuyèle g1, g2, g3 e�nai 2

3

(

3
7(t − q0) − q1

).Epomènw,
EP [BA(σ)] ≤ q0 + 2q1 + 3

7
1
3(t − q0) + 32

3

(

3
7(t − q0) − q1

)

t
= 1kai

cPA ≥ 13

7
= 1.857.Qrhsimopoi¸nta to L mma 28, apodeiknÔoume ìti autì apotele� èna k�twfr�gma gia to sugkritikì lìgo apìdosh k�je pijanotikoÔ algor�jmou apè-nanti se antip�lou qwr� mn mh.Je¸rhma 30. Kanèna pijanotikì algìrijmo elègqou apodoq  kl sewnse kuyelik� d�ktua me apìstash epanaqrhsimopo�hsh k ≥ 5 de mpore� naèqei sugkritikì lìgo apìdosh kalÔtero apì 25/12 apènanti se antip�louqwr� mn mh.Apìdeixh. JewroÔme èna kuyelikì d�ktuo me apìstash epanaqrhsimopo�hsh

5 kai dèka kuyèle v0, vA,1, vA,2, vB,1, vB,2, vB,3, vC,1, vC,2, vC,3, kai vC,4ìpw fa�nontai sto Sq ma 3.14. Ja apode�xoume ìti up�rqei èna ant�palo
ADV pou par�gei kl sei se autè ti kuyèle sÔmfwna me mia pijanotik katanom  P kat� tètoion trìpo ¸ste kanèna nteterministikì algìrijmo namh mpore� na èqei sugkritikì lìgo apìdosh kalÔtero apì 25/12 upì thn Pakìma ki an gnwr�zei thn pijanotik  katanom  P ek twn protèrwn.Or�zoume thn pijanotik  katanom  P w ex . Arqik�, o ant�palo emfa-n�zei mia kl sh sthn kuyèlh v0. Met�,

• e�te stamat� thn akolouj�a, me pijanìthta 1/2,60
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C,1Sq ma 3.13: To kuyelikì d�ktuo me apìstash epanaqrhsimopo�hsh 5 pouqrhsimopoie�tai gia apìdeixh tou Jewr mato 9 kai to upogr�fhma tou gra-f mato parembol¸n pou sqhmat�zetai apì ti korufè pou antistoiqoÔn sedèka kl sei v0, vA,1, vA,2, vB,1, vB,2, vB,3, vC,1, vC,2, vC,3, kai vC,4.

• e�te proqwr�ei w ex , me pijanìthta 1/2. Parousi�zei dÔo kl sei,m�a sthn kuyèlh vA,1 kai m�a sthn kuyèlh vA,2, kai
– e�te stamat� thn akolouj�a, me pijanìthta 1/3,
– e�te proqwr�ei w ex  me pijanìthta 2/3. Parousi�zei trei kl -sei, m�a sthn kuyèlh vB,1, m�a sthn kuyèlh vB,2, kai m�a sthnkuyèlh vB,3, kai

∗ e�te stamat� thn akolouj�a, me pijanìthta 1/4,
∗ e�te proqwr�ei w ex , me pijanìthta 3/4. Parousi�zei tès-seri kl sei, m�a sthn kuyèlh vC,1, m�a sthn kuyèlh vC,2, m�asthn kuyèlh vC,3, kai m�a sthn kuyèlh vC,4, kai met� stamat�thn akolouj�a.Profan¸, to kèrdo tou bèltistou off-line algor�jmou isoÔtai me tonarijmì twn kl sewn pou parousi�zontai apì ton ant�palo kat� to teleuta�ob ma prin th diakop  th akolouj�a. Epomènw, to mèso kèrdo tou bèltistou

off–line algìrijmou gia akolouj�e kl sewn pou dhmiourgoÔntai sÔmfwna methn P e�nai
EP [BOPT (σ)] = 1 · 1

2
+ 2 · 1

2
· 1

3
+ 3 · 1

2
· 2

3
· 1

4
+ 4 · 1

2
· 2

3
· 3

4
=

25

12
.'Estw A èna nteterministikì algìrijmo elègqou apodoq  kl sewnpou ektele�tai gia kl sei pou par�gontai apì ènan ant�palo ADV . Arqik�,parathroÔme ìti kanèna algìrijmo de ja mporoÔse na kerd�sei k�nonta61



apodekt  m�a apì ti dÔo kl sei pou emfan�zontai sti kuyèle vA,1 kai vA,2  k�nonta dektè m�a   dÔo apì ti trei kl sei pou emfan�zontai sti ku-yèle vB,1, vB,2 kai vB,3. Upojètoume ìti o algìrijmo A aporr�ptei thnkl sh sthn kuyèlh v0, apodèqetai thn kl sh sthn kuyèlh vA,1 (ant�stoiqa,sthn vA,2) kai aporr�ptei thn kl sh sthn kuyèlh vA,2 (ant�stoiqa, sthn vA,1).Tìte, akìma kai sthn per�ptwsh pou o ant�palo de diakìyei thn akolouj�-a (dhl. den parousi�sei �lle kl sei) amèsw afoÔ parousi�sei ti dÔokl sei sti kuyèle vA,1 kai vA,2, o algìrijmo mpore� na apodeqte� mìnom�a apì ti dÔo kl sei sti kuyèle vB,3 kai vC,3 (ant�stoiqa, sti vB,1 kai
vC,1). Autì ja èdine kèrdo gia ton algìrijmo to polÔ 2. Ep�sh, kanènaalgìrijmo de ja mporoÔse na petÔqei megalÔtero kèrdo me to na apodeqte�m�a apì ti trei kl sei sti kuyèle vB,1, vB,2, kai vB,3. A upojèsou-me ìti o algìrijmo aporr�ptei ti kl sei sti kuyèle v0, vA,1 kai vA,2,apodèqetai thn kl sh sthn kuyèlh vB,1 (ant�stoiqa, sthn vB,2, ant�stoiqa,sthn vB,3), kai aporr�ptei ti kl sei sti kuyèle vB,2 kai vB,3 (ant�stoi-qa, sti vB,1 kai vB,3, ant�stoiqa, sti vB,2 kai vB,3). Tìte, akìma ki an oant�palo parous�aze kai �lle kl sei prin thn emf�nish twn kl sewn stikuyèle vC,1, vC,2, vC,3, kai vC,4, o algìrijmo ja mporoÔse na apodeqte�mìno ti kl sei sti kuyèle vC,2 kai vC,3 (ant�stoiqa, sti vC,3 kai vC,4,ant�stoiqa, sti vC,1 kai vC,2). Autì ja èdine kèrdo gia ton algìrijmo topolÔ 3. Epiplèon, kanèna algìrijmo de ja mporoÔse na petÔqei parap�nwkèrdo k�nonta apodektè dÔo apì ti trei kl sei pou emfan�zontai stikuyèle vB,1, vB,2, kai vB,3. A upojèsoume ìti o algìrijmo aporr�ptei tikl sei sti kuyèle v0, vA,1, kaivA,2, apodèqetai ti kl sei sti kuyèle
vB,2 kai vB,3 kai aporr�ptei thn kl sh sthn kuyèlh vB,1. Tìte, akìma ki ano ant�palo de diakìyei thn akolouj�a prin na emfanistoÔn oi kl sei stikuyèle vC,1, vC,2, vC,3, kai vC,4, o algìrijmo de mpore� na apodeqte� �llekl sei. 'Omoia, a upojèsoume ìti o algìrijmo aporr�ptei ti kl sei stikuyèle v0, vA,1 kai vA,2, apodèqetai ti kl sei sti kuyèle vB,1 kai vB,2(ant�stoiqa, sti vB,1 kai vB,3), kai aporr�ptei thn kl sh sthn kuyèlh vB,3(ant�stoiqa, sthn vB,2). Tìte, akìma kai sthn per�ptwsh pou o ant�palode diakìyei thn akolouj�a prin thn emf�nish twn kl sewn sti kuyèle vC,1,
vC,2, vC,3, kai vC,4, to kalÔtero pou ja mporoÔse na petÔqei o algìrijmo ja tan na apodeqte� thn kl sh sthn kuyèlh vC,3 (ant�stoiqa, sthn vC,2). Autìja èdine kèrdo gia ton algìrijmo to polÔ 3. Oi prohgoÔmene parathr seimporoÔn na g�noun me leptomer  melèth tou upograf mato tou graf matoparembol¸n pou dhmiourge�tai apì ti dèka kuyèle v0, vA,1, vA,2, vB,1, vB,2,
vB,3, vC,1, vC,2, vC,3, kai vC,4 (de sqetik� kai to dex� mèro tou Sq mato3.14). Epomènw, mporoÔme na upojèsoume ìti o algìrijmo e�te apodèqetaiìle ti kl sei pou emfan�zontai se k�poio b ma e�te ti aporr�ptei ìle.62



JewroÔme t ektelèsei tou algor�jmou gia t akolouj�e pou par�gontaisÔmfwna me thn pijanotik  katanom  P. 'Estw q0 o arijmì twn ektelèsewngia ti opo�e o algìrijmo A apodèqetai thn kl sh pou emfan�zetai sthnkuyèlh v0, q1 o arijmì twn ektelèsewn gia ti opo�e o algìrijmo A apo-dèqetai kai ti dÔo kl sei pou emfan�zontai sti kuyèle vA,1 kai vA,2, kaièstw q2 o arijmì twn ektelèsewn gia ti opo�e o algìrijmo apodèqetai kaiti trei kl sei sti kuyèle vC,1, vC,2, kai vC,3.O mèso arijmì ektelèsewn kat� ti opo�e o algìrijmo den apodèqetaithn kl sh sthn kuyèlh v0 kai o ant�palo emfan�zei kl sei sti kuyèle
vA,1 kai vA,2 e�nai 1

2(t − q0). Epomènw, o mèso arijmì ektelèsewn kat�ti opo�e o algìrijmo den apodèqetai ti kl sei sti kuyèle v0, vA,1,kai vA,2 kai o ant�palo emfan�zei kl sei sti kuyèle vB,1, vB,2, kai vB,3e�nai 2
3

(

1
2(t − q0) − q1

) kai o mèso arijmì ektelèsewn kat� ti opo�e oalgìrijmo den apodèqetai ti kl sei sti kuyèle v0, vA,1, vA,2, vB,1, vB,2,kai vB,3 kai o ant�palo emfan�zei kl sei sti kuyèle vC,1, vC,2, vC,3, kai
vC,4 e�nai 3

4

(

2
3

(

1
2(t − q0) − q1

)

− q2

). Epomènw,
EP [BA(σ)] ≤ q0 + 2q1 + 3q2 + 43

4

(

2
3

(

1
2(t − q0) − q1

)

− q2

)

t
= 1kai cPA ≥ 25/12. Me b�sh to L mma 28, apodeiknÔoume ìti autì apotele�èna k�tw fr�gma gia ti sugkritik  apìdosh k�je pijanotikoÔ algìrijmouapènanti se antip�lou qwr� mn mh.Je¸rhma 31. Kanèna pijanotikì algìrijmo elègqou apodoq  kl sewnse kuyelik� d�ktua me apìstash epanaqrhsimopo�hsh k = 12 de mpore� naèqei sugkritikì lìgo apìdosh kalÔtero apì 127/60 apènanti se antip�louqwr� mn mh.Apìdeixh. JewroÔme èna kuyelikì d�ktuo me apìstash epanaqrhsimopo�hsh

12 kai dekatre� kuyèle v0, vA,1, vA,2, vA,3, vB,1, vB,2, vB,3, vB,4, vC,1, vC,2,
vC,3, vC,4 kai vC,5 ìpw fa�nontai sto Sq ma 3.14. Ja apode�xoume ìti up�rqeièna ant�palo ADV pou emfan�zei kl sei se autè ti kuyèle sÔmfwna mem�a pijanotik  katanom  P kat� tètoion trìpo ¸ste kanèna nteterministikìna mh mpore� na epitÔqei sugkritikì lìgo apìdosh kalÔtero apì 127/60 meb�sh thn pijanotik  katanom  P akìma ki an gnwr�zei ek twn protèrwn thnpijanotik  katanom  P.Or�zoume thn pijanotik  katanom  P w ex . Arqik�, o ant�palo emfa-n�zei mia kl sh sthn kuyèlh v0. Met�, o ant�palo

• e�te stamat�ei, me pijanìthta 2/3,63
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C,5Sq ma 3.14: To kuyelikì d�ktuo me apìstash epanaqrhsimopo�hsh 12 pouqrhsimopoie�tai sthn apìdeixh tou Jewr mato 31 kai to upogr�fhma tougraf mato parembol¸n pou dhmiourge�tai apì ti korufè pou antistoiqoÔnsti dekatre� kuyèle v0, vA,1, vA,2, vA,3, vB,1, vB,2, vB,3, vB,4, vC,1, vC,2,

vC,3, vC,4 kai vC,5.
•   k�nei ta akìlouja, me pijanìthta 1/3. Emfan�zei trei kl sei, m�asthn kuyèlh vA,1, m�a sthn kuyèlh vA,2 kai m�a sthn kuyèlh vA,3, kai

– e�te stamat�ei, me pijanìthta 1/4,
–   k�nei ta akìlouja, me pijanìthta 3/4. Emfan�zei tèsseri kl -sei, m�a sthn kuyèlh vB,1, m�a sthn kuyèlh vB,2, m�a sthn kuyèlh

vB,3, kai m�a sthn kuyèlh vB,4, kai
∗ e�te stamat�ei, me pijanìthta 1/5,
∗   k�nei ta akìlouja, me pijanìthta 4/5. Emfan�zei pèntekl sei, m�a sthn kuyèlh vC,1, m�a sthn kuyèlh vC,2, m�a sthnkuyèlh vC,3, m�a sthn kuyèlh vC,4, kai m�a sthn kuyèlh vC,5,kai met� stamat�ei.Profan¸, to kèrdo tou bèltistou off-line algìrijmou isoÔtai me tonarijmì twn kl sewn pou emfan�zei o ant�palo sto teleuta�o b ma prin sta-mat sei thn akolouj�a. Epomènw, h mèsh tim  tou kèrdou tou bèltistou

off-line algìrijmou gia akolouj�e kl sewn pou par�gontai sÔmfwna me thnpijanotik  katanom  P e�nai
EP [BOPT (σ)] = 1 · 2

3
+ 3 · 1

3
· 1

4
+ 4 · 1

3
· 3

4
· 1

5
+ 5 · 1

3
· 3

4
· 4

5
=

127

60
.64



'Estw A èna nteterministikì algìrijmo elègqou apodoq  kl sewn pouektele�tai gia ti kl sei pou par�gontai apì ton ant�palo ADV . Arqik�,parathroÔme ìti kanèna algìrijmo de ja mporoÔse na kerd�sei me to naapodeqte� m�a apì ti trei kl sei pou emfan�zontai sti kuyèle vA,1, vA,2kai vA,3. A upojèsoume ìti o algìrijmo aporr�ptei thn kl sh sthn kuyèlh
v0, apodèqetai thn kl sh sthn kuyèlh vA,1 (ant�stoiqa sthn kuyèlh vA,2,ant�stoiqa sthn kuyèlh vA,3) kai aporr�ptei thn kl sh sti kuyèle vA,2 kai
vA,3 (ant�stoiqa sti kuyèle vA,1 kai vA,2, ant�stoiqa sti kuyèle vA,1 kai
vA,2). Tìte, akìma ki an o ant�palo de stamat sei thn akolouj�a amèswafoÔ emfan�sei ti trei kl sei sti kuyèle vA,1, vA,2 kai vA,3, o algìrijmompore� na apodeqte� mìno ti dÔo kl sei sti kuyèle vB,3 kai vB,4 (ant�stoi-qa sti kuyèle vB,10 kai vB,4, ant�stoiqa sti kuyèle vB,1 kai vB,2). Autìja èdina kèrdo to polÔ �so me 3.'Omoia, kanèna algìrijmo de ja mporoÔse na èqei kèrdo apì to naapodeqte� dÔo apì ti trei kl sei pou emfan�zontai sti kuyèle vA,1, vA,2,kai vA,3. A upojèsoume ìti o algìrijmo aporr�ptei thn kl sh sthn kuyèlh
v0, apodèqetai ti kl sei sti kuyèle vA,1 kai vA,2 kai aporr�ptei thn kl shsthn kuyèlh vA,3. Tìte, akìma ki an o ant�palo de stamat sei thn akolouj�aprin na emfan�zei ti kl sei sti kuyèle vB,1, vB,2, vB,3, vB,4, vC,1, vC,2,
vC,3, vC,4, kai vC,5, o algìrijmo de mpore� na apodeqte� �lle kl sei. Aupojèsoume, ep�sh, ìti o algìrijmo apodèqetai ti kl sei sti kuyèle vA,1kai vA,3 (ant�stoiqa sti kuyèle vA,2 kai vA,3) kai aporr�ptei thn kl sh sthnkuyèlh vA,2 (ant�stoiqa sthn kuyèlh vA,1). Tìte, akìma ki an o ant�palo destamat sei thn akolouj�a prin na emfanistoÔn oi kl sei sti kuyèle vB,1,
vB,2, vB,3, vB,4, vC,1, vC,2, vC,3, vC,4, kai vC,5, o algìrijmo mpore� mìnona apodeqte� thn kl sh pou emfan�zetai sthn kuyèlh vC,2 (ant�stoiqa sthnkuyèlh vC,1). Autì ja èdina kèrdo to polÔ �so me 3.Ep�sh, kanèna algìrijmo de ja e�qe parap�nw kèrdo me to na apode-qte� m�a apì ti tèsseri kl sei pou emfan�zontai sti kuyèle vB,1, vB,2,
vB,3, kai vB,4. Upojètoume ìti o algìrijmo aporr�ptei ti kl sei sti kuyè-le v0, vA,1, vA,2, kai vA,3, apodèqetai thn kl sh sthn kuyèlh vB,1 (ant�stoi-qa sthn kuyèlh vB,2, ant�stoiqa sthn kuyèlh vB,3, ant�stoiqa sthn kuyèlh
vB,4), kai aporr�ptei ti kl sei sti kuyèle vB,2, vB,3, kai vB,4 (ant�stoiqasti kuyèle vB,1, vB,3, kai vB,4, ant�stoiqa sti kuyèle vB,1, vB,2, kai vB,4,ant�stoiqa sti kuyèle vB,1, vB,2, kai vB,3). Tìte, akìma ki an o ant�palode stamat sei thn akolouj�a prin na emfan�sei ti kl sei sti kuyèle vC,1,
vC,2, vC,3, vC,4, kai vC,5, o algìrijmo mpore� mìno na apodeqte� ti kl seisti kuyèle vC,2, vC,3 kai vC,4 (ant�stoiqa sti kuyèle vC,1, vC,3 kai vC,4,ant�stoiqa sti kuyèle vC,1, vC,4 kai vC,5, ant�stoiqa sti kuyèle vC,2, vC,3kai vC,5). autì ja èdine kèrdo to polÔ �so me 4.65



Ep�sh, kanèna algìrijmo de ja mporoÔse na kerd�sei me to na apode-qte� dÔo apì ti tèsseri kl sei pou emfan�zontai sti kuyèle vB,1, vB,2,
vB,3, kai vB,4. A upojèsoume ìti o algìrijmo aporr�ptei ti kl sei stikuyèle v0, vA,1, vA,2, kai vA,3, apodèqetai ti kl sei sti kuyèle vB,1 kai
vB,2 (ant�stoiqa sti kuyèle vB,2 kai vB,3, ant�stoiqa sti kuyèle vB,1 kai
vB,4) kai aporr�ptei ti kl sei sti kuyèle vB,3 kai vB,4 (ant�stoiqa stikuyèle vB,1 kai vB,4, ant�stoiqa sti kuyèle vB,2 kai vB,3). Tìte, akìmaki an o ant�palo de stamat sei thn akolouj�a prin na emfanistoÔn oi kl -sei sti kuyèle vC,1, vC,2, vC,3, vC,4, kai vC,5, o algìrijmo mpore� mìno naapodeqte� ti kl sei pou emfan�zontai sti kuyèle vC,3 kai vC,4 (ant�stoiqasti kuyèle vC,1 kai vC,4, ant�stoiqa sti kuyèle vC,2 kai vC,3). Autì jaèdine kèrdo to polÔ �so me 4. 'Omoia, upojètoume ìti o algìrijmo aporr�pteiti kl sei sti kuyèle v0, vA,1, vA,2, kai vA,3, apodèqetai ti kl sei stikuyèle vB,1 kai vB,3 (ant�stoiqa sti kuyèle vB,2 kai vB,4, ant�stoiqa stikuyèle vB,3 kai vB,4) kai aporr�ptei ti kl sei sti kuyèle vB,2 kai vB,4(ant�stoiqa sti kuyèle vB,1 kai vB,3, ant�stoiqa sti kuyèle vB,1 kai vB,2).Tìte, akìma ki an o ant�palo de stamat sei thn akolouj�a prin na emfani-stoÔn oi kl sei sti kuyèle vC,1, vC,2, vC,3, vC,4, kai vC,5, o algìrijmoja mporoÔse mìno na apodeqte� thn kl sh pou emfan�zetai sthn kuyèlh vC,4(ant�stoiqa sthn kuyèlh vC,3, ant�stoiqa sthn kuyèlh vC,5). Autì ja èdinekèrdo to polÔ �so me 3.Ep�sh, kanèna algìrijmo de ja mporoÔse na èqei parap�nw kèrdo apìto na apodeqte� trei apì ti tèsseri kl sei pou emfan�zontai sti kuyèle
vB,1, vB,2, vB,3, kai vB,4. Upojètoume ìti o algìrijmo aporr�ptei ti kl seisti kuyèle v0, vA,1, vA,2, kai vA,3, apodèqetai ti kl sei sti kuyèle vB,1,
vB,2 kai vB,3 (ant�stoiqa sti kuyèle vB,1, vB,2 kai vB,4) kai aporr�pteithn kl sh sthn kuyèlh vB,4 (ant�stoiqa sthn kuyèlh vB,3). Tìte, akìmaki an o ant�palo stamat sei thn akolouj�a prin na emfanistoÔn oi kl seisti kuyèle vC,1, vC,2, vC,3, vC,4, kai vC,5, o algìrijmo ja mporoÔse mìnona apodeqte� thn kl sh pou emfan�zetai sthn kuyèlh vC,4 (ant�stoiqa sthnkuyèlh vC,3). autì ja èdine kèrdo to polÔ �so me 4. 'Omoia, upojètoume ìti oalgìrijmo apodèqetai ti kl sei sti kuyèle vB,1, vB,3 kai vB,4 (ant�stoiqasti kuyèle vB,2, vB,3 kai vB,4) kai aporr�ptei thn kl sh sthn kuyèlh vB,2(ant�stoiqa sthn kuyèlh vB,1). Tìte, akìma ki an o ant�palo de stamat seithn akolouj�a prin na emfanistoÔn oi kl sei sti kuyèle vC,1, vC,2, vC,3,
vC,4, kai vC,5, o algìrijmo de mpore� na apodeqte� �lle kl sei. Autì jaèdine kèrdo to polÔ �so me 3.Ep�sh, kanèna algìrijmo de ja mporoÔse na èqei parap�nw kèrdoapì to na apodeqte� kai ti tèsseri kl sei pou emfan�zontai sti kuyèle
vB,1, vB,2, vB,3, kai vB,4. Tìte, akìma ki an o ant�palo de stamat sei thn66



akolouj�a prin na emfanistoÔn oi kl sei sti kuyèle vC,1, vC,2, vC,3, vC,4,kai vC,5, o algìrijmo de mpore� na apodeqte� �lle kl sei. Autì ja èdinekèrdo to polÔ �so me 4.Oi parap�nw parathr sei eÔkola mporoÔn na g�noun an melethje� me pro-soq  to upogr�fhma tou gr�fhma parembol¸n pou prokÔptei apì ti dekatre�kuyèle v0, vA,1, vA,2, vA,3, vB,1, vB,2, vB,3, vB,4, vC,1, vC,2, vC,3, vC,4, kai
vC,5 (de kai dexi� sto Sq ma 3.14). Epomènw, mporoÔme na k�noume thnupìjesh ìti o algìrijmo e�te apodèqetai ìle ti kl sei pou emfan�zontaise k�poio b ma e�te ti aporr�ptei ìle.JewroÔme t ektelèsei tou algor�jmou se t akolouj�e kl sewn pou pa-r�gontai sÔmfwna me thn pijanotik  katanom  P. 'Estw q0 o arijmì twnektelèsewn kat� ti opo�e o algìrijmo A apodèqetai thn kl sh pou em-fan�zetai sthn kuyèlh v0, q1 o arijmì twn ektelèsewn kat� ti opo�e o Aapodèqetai ti trei kl sei pou emfan�zontai sti kuyèle vA,1, vA,2, kai vA,3,kai q2 o arijmì twn ektelèsewn kat� ti opo�e o algìrijmo apodèqetai titèsseri kl sei pou emfan�zontai sti kuyèle vC,1, vC,2, vC,3, kai vC,4.H mèsh tim  tou arijmoÔ twn ektelèsewn kat� ti opo�e o algìrijmoden apodèqetai thn kl sh sthn kuyèlh v0 kai o ant�palo emfan�zei kl seisti kuyèle vA,1, vA,2 kai vA,3 e�nai 1

3(t − q0). Epomènw, h mèsh tim  touarijmoÔ twn ektelèsewn kat� ti opo�e o algìrijmo den apodèqetai tikl sei sti kuyèle v0, vA,1, vA,2, kai vA,3 kai o ant�palo emfan�zei kl seisti kuyèle vB,1, vB,2, vB,3, kai vB,4 e�nai 3
4

(

1
3(t − q0) − q1

) kai h mèsh tim tou arijmoÔ twn ektelèsewn kat� ti opo�e o algìrijmo den apodèqetaiti kl sei sti kuyèle v0, vA,1, vA,2, vA,3, vB,1, vB,2, vB,3, kai vB,4 kai oant�palo emfan�zei kl sei sti kuyèle vC,1, vC,2, vC,3, vC,4, kai vC,5 e�nai
4
5

(

3
4

(

1
3(t − q0) − q1

)

− q2

). Epomènw,
EP [BA(σ)] ≤ q0 + 3q1 + 4q2 + 54

5

(

3
4

(

1
3(t − q0) − q1

)

− q2

)

t
= 1kai cPA ≥ 127/60. Apì to L mma 28, sunep�getai ìti h tim  aut  apotele� ènak�tw fr�gma gia to sugkritikì lìgo apìdosh k�je pijanotikoÔ algor�jmouapènanti se antip�lou qwr� mn mh.Sth sunèqeia parousi�zoume to k�tw fr�gma gia ep�peda d�ktua. Shmei¸-noume ìti to kalÔtero gnwstì �nw fr�gma e�nai to 4 kai epitugq�netai apìton algìrijmo ��taxinìmhsh kai tuqa�a epilog  �� [1, 52℄.Je¸rhma 32. Up�rqei èna ep�pedo d�ktuo gia to opo�o kanèna pijanotikìalgìrijmo elègqou apodoq  kl sewn de mpore� na èqei sugkritikì lìgoapìdosh kalÔtero apì 2.086 apènanti se antip�lou qwr� mn mh.67



Apìdeixh. JewroÔme èna ep�pedo d�ktuo tou opo�ou to gr�fhma parembol¸nfa�netai sto Sq ma 3.15. Ja apode�xoume ìti up�rqei èna ant�palo ADVpou par�gei kl sei sÔmfwna me m�a pijanotik  katanom  P kat� tètoiontrìpo ¸ste kanèna nteterministikì algìrijmo na mh mpore� na èqei sug-kritikì lìgo apìdosh kalÔtero apì 2.086 upì thn P akìma ki an gnwr�zeithn pijanotik  katanom  P ek twn protèrwn.
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Sq ma 3.15: To ep�pedo gr�fhma parembol¸n pou qrhsimopoie�tai sthn apì-deixh tou Jewr mato 32.Or�zoume thn pijanotik  katanom  P w ex . Arqik� , o ant�palo em-fan�zei mia kl sh sthn kuyèlh c0. Met�,
• e�te stamat� thn akolouj�a, me pijanìthta 4/5,
•   k�nei ta akìlouja, me pijanìthta 1/5. Emfan�zei apì m�a kl sh stikuyèle c1, ..., c5, kai

– e�te stamat� thn akolouj�a, me pijanìthta 2/7,
–   emfan�zei apì m�a kl sh sti kuyèle c6, ..., c12, me pijanìthta

5/7.EÔkola fa�netai ìti to mèso kèrdo tou bèltistou off-line Algìrijmouìtan ektele�tai gia akolouj�e kl sewn pou par�gontai sÔmfwna me thn Pe�nai
EP [BOPT (σ)] = 1 · 4

5
+ 5 · 1

5
· 2

7
+ 7 · 1

5
· 5

7
=

73

35
.'Estw A èna nteterministikì algìrijmo elègqou apodoq  kl sewn pouektele�tai gia kl sei pou par�gontai apì ton ant�palo ADV . JewroÔme tektelèsei tou algor�jmou gia t akolouj�e pou par�gontai sÔmfwna me thnpijanotik  katanom  P. 'Estw q0 o arijmì twn ektelèsewn kat� ti opo�eo algìrijmo A exuphrete� thn kl sh pou emfan�zetai sthn kuyèlh c0, kai q168



o arijmì twn ektelèsewn kat� ti opo�e o A exuphrete� kai ti dÔo kl seisti kuyèle c1 kai c2.O mèso arijmì ektelèsewn kat� ti opo�e o algìrijmo den apodèqetaithn kl sh sthn kuyèlh c0 kai o ant�palo emfan�zei kl sei sti kuyèle
c1, ..., c5 e�nai 1

5(t − q0). 'Omoia, mèso arijmì ektelèsewn kat� ti opo�-e o algìrijmo den apodèqetai ti kl sei sti kuyèle c0, c1, ..., c5 kai oant�palo emfan�zei kl sei sti kuyèle c6, ..., c12 e�nai 5
7

(

1
5(t − q0) − q1

).Epomènw,
EP [BA(σ)] ≤ q0 + 5q1 + 75

7

(

1
5(t − q0) − q1

)

t
= 1,kai

cPA ≥ 73

35
= 2.086.Qrhsimopoi¸nta to L mma 28, katal goume sto ìti h tim  aut  apotele� ènak�tw fr�gma gia to sugkritikì lìgo apìdosh k�je pijanotikoÔ algor�jmouapènanti se antip�lou qwr� mn mh.
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Kef�laio 4Graf mata D�skwn4.1 Eisagwg Melet�me dÔo jemeli¸dh grafojewrhtik� probl mata, to prìblhma eÔre-sh mègistou anex�rthtou sunìlou kai to prìblhma el�qistou qrwmatismoÔ.Dedomènou enì graf mato G, to prìblhma eÔresh tou mègistou anex�rth-tou sunìlou sun�statai sthn eÔresh enì anex�rthtou sunìlou tou G (dhl.,enì sunìlou koruf¸n tou G metaxÔ twn opo�wn den up�rqoun akmè) mè-gistou megèjou, en¸ to prìblhma el�qistou qrwmatismoÔ sun�statai sthneÔresh mia an�jesh qrwm�twn (pou sumbol�zontai me jetikoÔ akèraiou)sti korufè tou graf mato ètsi ¸ste dÔo korufè pou sundèontai me akm na mh lamb�noun to �dio qr¸ma kai o arijmì twn qrhsimopoioÔmenwn qrwm�-twn na elaqistopoie�tai. JewroÔme graf mata tom  gia thn anapar�stashtwn tom¸n metaxÔ d�skwn sto ep�pedo.To gr�fhma tom  enì sunìlou d�skwn sto Eukle�deio ep�pedo e�nai autìtou opo�ou k�je koruf  antistoiqe� se ènan d�sko kai perièqei m�a akm  meta-xÔ dÔo koruf¸n an kai mìnon an oi ant�stoiqoi d�skoi epikalÔptontai. K�jed�sko or�zetai apì thn akt�na kai ti suntetagmène tou kèntrou tou. DÔo d�-skoi epikalÔptontai an h apìstash twn kèntrwn tou e�nai austhr� mikrìterhapì to �jroisma twn akt�nwn tou. 'Ena gr�fhma G kale�tai gr�fhma d�skwn(disk graph) an up�rqei èna sÔnolo d�skwn sto Eukle�deio ep�pedo twn opo�wnto gr�fhma tom  e�nai to G. To sÔnolo twn d�skwn kale�tai anapar�stashtou G me d�skou. 'Ena gr�fhma d�skwn kale�tai gr�fhma monadia�wn d�skwnan ìloi oi d�skoi sthn anapar�stas  tou èqoun thn �dia akt�na. 'Ena gr�fhmad�skwn e�nai σ-fragmèno an o lìgo th mègisth pro thn el�qisth akt�nagia ìlou tou d�skou th anapar�stas  tou e�nai to polÔ σ.Se graf mata d�skwn, ta probl mata eÔresh mègistou anex�rthtou su-71



nìlou kai el�qistou qrwmatismoÔ e�nai shmantik� afoÔ mporoÔn na qrhsimo-poihjoÔn sa montèla gia probl mata an�jesh pìrwn se asÔrmata d�ktuaepikoinwni¸n [29℄. JewroÔme èna sÔnolo ekpomp¸n se stajerè jèsei entìmia gewgrafik  perioq . K�je ekpompì qrhsimopoie� mia sugkekrimènhsuqnìthta gia ekpomp . DÔo ekpompo� mporoÔn epituq¸ (dhl., qwr� pa-rembolè) na ekpèmyoun tautìqrona e�te an qrhsimopoioÔn diaforetikè su-qnìthte   an qrhsimopoioÔn thn �dia suqnìthta all� oi embèleiè tou denepikalÔptontai. Dedomènou enì sunìlou ekpomp¸n se èna asÔrmato d�ktuo,gia thn exasf�lish epituq¸n tautìqronwn metadìsewn, ta shmantik� pro-bl mata pou prèpei na lujoÔn e�nai autì th katanom  suqnot twn gia toopo�o stìqo e�nai h elaqistopo�hsh tou arijmoÔ twn suqnot twn pou qrhsi-mopoioÔntai sunolik� sto d�ktuo, kaj¸ kai to prìblhma elègqou apodoq kl sewn ìpou stìqo e�nai h eÔresh enì sunìlou mègistou megèjou apìekpompoÔ pou mporoÔn na qrhsimopoioÔn thn �dia suqnìthta. Jewr¸ntaìti ìloi oi ekpompo� èqoun kuklik  embèleia, to gr�fhma pou antikatoptr�-zei pijanè parembolè metaxÔ zeug¸n ekpomp¸n e�nai èna gr�fhma d�skwn.Ta probl mata katanom  suqnot twn kai elègqou apodoq  kl sewn e�naiisodÔnama me ta probl mata eÔresh el�qistou qrwmatismoÔ kai mègistouanex�rthtou sunìlou, ant�stoiqa.'Ena stigmiìtupo tou probl mato eÔresh tou mègistou anex�rthtou su-nìlou   tou el�qistou qrwmatismoÔ den perilamb�nei apara�thta thn anapa-r�stash twn d�skwn (dhl., ti suntetagmène tou kèntrou k�je d�skou kaithn akt�na tou) tou graf mato d�skwn sa dedomèna tou probl mato. Pro-fan¸, h teleuta�a per�ptwsh e�nai duskolìterh. Den e�nai eÔkolo na exaqje�plhrofor�a gia thn anapar�stash me d�skou enì graf mato d�skwn. Sthnpragmatikìthta, o kajorismì tou an k�poio gr�fhma e�nai èna gr�fhma d�-skwn e�nai èna NP−pl re prìblhma [31℄.To prìblhma eÔresh tou mègistou anex�rthtou sunìlou se graf matad�skwn èqei apodeiqje� ìti e�nai upologistik� dÔskolo (NP−hard) akìma kaigia graf mata monadia�wn d�skwn akìma kai sthn per�ptwsh pou d�netai hanapar�stash twn d�skwn sa dedomèno tou probl mato [10℄. 'Ena aplìalgìrijmo eÔresh anex�rthtwn sunìlwn e�nai o algìrijmo First-Fit: xeki-n¸nta apì èna kenì sÔnolo, kataskeu�zei stadiak� èna anex�rthto sÔnoloexet�zonta ti korufè tou graf mato me tuqa�a seir� kai sumperilamb�-nonta m�a koruf  sto anex�rthto sÔnolo mìno an kam�a apì ti geitonikèti den èqei  dh sumperilhfje�. O algìrijmo First-Fit ìtan ektele�tai giagraf mata monadia�wn d�skwn, èqei sugkritikì lìgo apìdosh to polÔ 5 kaide qrhsimopoie� thn anapar�stash twn d�skwn [46℄(uponoe�tai ep�sh sthn er-gas�a [32℄). Sthn ergas�a [46℄, parousi�zetai èna algìrijmo me sugkritikìlìgo apìdosh 3 mèsw tou upologismoÔ mia sugkekrimènh di�taxh twn ko-72



ruf¸n enì graf mato monadia�wn d�skwn kai th ektèlesh gia aut  th di�-taxh tou algor�jmou First-Fit. Mia parapl sia idèa odhge� se ènan algìrijmome sugkritikì lìgo apìdosh 5 gia genik� graf mata d�skwn [46℄. Epiplèon,ìpw parathr jhke sthn ergas�a [20℄, èna algìrijmo gia graf mata mo-nadia�wn d�skwn me sugkritikì lìgo apìdosh (2.5 + ǫ) prokÔptei apì ènapio genikì apotèlesma pou parousi�sthke sthn ergas�a [30℄. Kanèna apìtou parap�nw algor�jmou de qrhsimopoie� thn anapar�stash twn d�skwn.Proseggistik� sq mata poluwnumikoÔ qrìnou èqoun parousiaste� tìso giagraf mata monadia�wn d�skwn [34, 45℄ ìso kai gia genik� graf mata [22, 9℄sthn per�ptwsh pou d�netai h anapar�stash twn d�skwn.To prìblhma eÔresh el�qistou qrwmatismoÔ èqei ep�sh apodeiqje� ìtie�nai upologistik� dÔskolo sthn ergas�a [10, 27℄ akìma kai sthn per�ptwshgrafhm�twn monadia�wn d�skwn. P�li mpore� na qrhsimopoihje� o algìrijmo
First-Fit. Exet�zei ti korufè tou graf mato me auja�reth seir� kai d�neisthn k�je koruf  to mikrìtero qr¸ma pou den èqei en tw metaxÔ doje� sek�poia apì ti geitonikè th pou èqoun  dh exetaste�. O algìrijmo First-Fitupolog�zei lÔsei me sugkritikì lìgo apìdosh 5 gia graf mata monadia�wnd�skwn [26, 46℄. Exet�zonta ti korufè tou graf mato me sugkekrimènhseir�, o algìrijmo First-Fit upolog�zei lÔsei me sugkritikì lìgo apìdosh 3gia graf mata monadia�wn d�skwn [27, 46, 51℄. Gia genik� graf mata d�skwn,mia parallag  tou algor�jmou First-Fit pou exet�zei teleuta�e ti korufème mikrì bajmì petuqa�nei sugkritikì lìgo apìdosh 5 [26, 44, 46℄.'Oson afor� sti on-line parallagè twn problhm�twn, to gr�fhma d�-skwn de d�netai apì thn arq  all� apokalÔptetai stadiak�. Se k�je b ma,emfan�zetai m�a koruf  tou graf mato kaj¸ kai eke�ne oi akmè tou poue�nai proske�mene se korufè pou emfan�sthkan se prohgoÔmena b mata (kai�sw, oi suntetagmène tou kèntrou kai/  akt�na tou ant�stoiqou d�skou).'Otan emfan�zetai m�a koruf , èna on-line algìrijmo eÔresh anex�rthtwnsunìlwn apofas�zei e�te na apodeqje� thn koruf  sumperilamb�nont� thnsto anex�rthto sÔnolo e�te na thn aporr�yei, en¸ èna on-line algìrijmoqrwmatismoÔ apofas�zei poio qr¸ma na anajèsei sthn koruf . Se k�je pe-r�ptwsh, oi apof�sei tou algor�jmou de mporoÔn na all�xoun sto mèllon.H ekt�mhsh th apìdosh enì on-line algor�jmou pragmatopoie�tai mè-sw tou upologismoÔ tou sugkritikoÔ tou lìgou apìdosh (competitive ra-
tio   competitiveness). 'Opw èqoume  dh perigr�yei sto Kef�laio 1, sthnper�ptwsh on-line algor�jmwn gia thn eÔresh anex�rthtwn sunìlwn, o sug-kritikì lìgo apìdosh or�zetai w to mègisto, gia k�je pijan  akolouj�ad�skwn, tou lìgou tou megèjou tou mègistou anex�rthtou sunìlou pro tomègejo tou anex�rthtou sunìlou pou upolog�zetai apì ton algìrijmo. Sthnper�ptwsh on-line algor�jmwn qrwmatismoÔ, o sugkritikì lìgo apìdosh73



or�zetai w to mègisto, gia k�je pijan  akolouj�a d�skwn, tou lìgou touarijmoÔ twn qrwm�twn pou qrhsimopoioÔntai apì ton algìrijmo pro tonel�qisto arijmì twn qrwm�twn pou e�nai epark  gia to qrwmatismì tou gra-f mato.O First-Fit e�nai ousiastik� èna on-line algìrijmo. Gia to prìblhma eÔ-resh anex�rthtwn sunìlwn, èqei sugkritikì lìgo apìdosh 5 gia graf matamonadia�wn d�skwn[32, 46℄ kai O(min{n, σ2}) gia σ-fragmèna graf mata d�-skwn me n korufè [20℄. 'Opw parathr jhke sthn ergas�a [20℄, o algìrijmo
First-Fit e�nai bèltisto sthn kl�sh twn nteterministik¸n on-line algor�jmwn.O algìrijmo First-Fit gia qrwmatismì èqei melethje� eurÔtata se ge-nikìtero pla�sio kai èqei apodeiqje� ìti o sugkritikì lìgo apìdos  toue�nai Θ(log n) gia epagwgik� graf mata me n korufè [35, 28℄. To k�twfr�gma isqÔei kai gia dèndra (pou e�nai graf mata d�skwn) ki epomènw tofr�gma Θ(log n) isqÔei kai gia genik� graf mata d�skwn. Gia graf matamonadia�wn d�skwn, o algìrijmo First-Fit èqei sugkritikì lìgo apìdosh topolÔ 5 [26, 46℄ en¸ gia σ-fragmèna graf mata d�skwn me n korufè, èqeisugkritikì lìgo apìdosh to polÔ O(min{log n, σ2}) [19℄. Gia graf matamonadia�wn d�skwn, èna fr�gma me tim  2 gia to sugkritikì lìgo apìdoshk�je nteterministikoÔ on-line algor�jmou parousi�zetai sthn ergas�a [24℄.To kalÔtero gnwstì k�tw fr�gma gia to sugkritikì lìgo apìdosh nteter-ministik¸n algor�jmwn qrwmatismoÔ gia σ-fragmèna graf mata d�skwn e�nai
Ω(min{log n, log log σ}) [19℄. 'Otan d�netai h anapar�stash twn d�skwn, up�r-qoun kalÔteroi on-line algìrijmoi qrwmatismoÔ gia σ-fragmèna graf matad�skwn. Oi perissìteroi apì autoÔ qrhsimopoioÔn ton algìrijmo First-Fitsan uporout�na. To kalÔtero gnwstì �nw fr�gma gia to sugkritikì lìgoapìdosh se aut  thn per�ptwsh e�nai O(min{log n, log σ}) [19℄.Se autì to kef�laio, melet�me ti on-line parallagè kai twn dÔo pro-blhm�twn. Gia to prìblhma eÔresh anex�rthtwn sunìlwn, exet�zoume to anh qr sh tuqaiìthta bohj� sthn belt�wsh tou sugkritikoÔ lìgou apìdosh
on-line algor�jmwn, sumperilamb�nonta to montèlo twn kuyelik¸n diktÔwnpou e�dame sta prohgoÔmena kef�laia.Gia pijanotikoÔ on-line algor�jmou eÔresh anex�rthtwn sunìlwn, osugkritikì lìgo apìdosh or�zetai w to mègisto gia k�je pijan  ako-louj�a d�skwn tou lìgou tou megèjou mègistou anex�rthtou sunìlou prothn mèsh tim  tou megèjou tou anex�rthtou sunìlou pou upolog�zetai apìton algìrijmo. P�li, upojètoume ìti oi akolouj�e twn d�skwn epilègontaiapì antip�lou qwr� mn mh, dhl., antip�lou pou de gnwr�zoun ti tuqa�eepilogè twn algor�jmwn (all� endeqomènw gnwr�zoun thn pijanotik  ka-tanom  me b�sh thn opo�a o algìrijmo pragmatopoie� ti tuqa�e epilogètou). Aut  e�nai mia sunhjismènh upìjesh pou g�netai gia pijanotikoÔ on-74



line algìrijmou [7℄. ApodeiknÔoume ìti, genik�, h qr sh tuqaiìthta debohj�ei apènanti se antip�lou qwr� mn mh akìma kai sthn per�ptwsh poud�netai h anapar�stash twn d�skwn, dhl., kataskeu�zoume akolouj�e d�skwngia ti opo�e kanèna (akìma kai pijanotikì) on-line algìrijmo de mpore�na èqei sugkritikì lìgo apìdosh kalÔtero apì Ω(n). Gia thn per�ptwshpou de d�netai h anapar�stash twn d�skwn, apodeiknÔoume èna k�tw fr�g-ma Ω(min{n, σ2}) gia to sugkritikì lìgo apìdosh on-line algor�jmwn gia
σ-fragmèna graf mato d�skwn me n korufè pou shma�nei ìti o algìrijmo
First-Fit e�nai bèltisto w pro èna mikrì stajerì par�gonta. Gia thn pe-r�ptwsh σ-fragmènwn grafhm�twn d�skwn ìtan d�netai h anapar�stash twnd�skwn, parousi�zoume pijanotikoÔ algìrijmou me sugkritikì lìgo apìdo-sh sqedìn logarijmikì w pro σ kai apodeiknÔoume ìti oi algìrijmoi auto�e�nai bèltistoi. Gia graf mata monadia�wn d�skwn, parousi�zoume ènan pi-janotikì algìrijmo me sugkritikì lìgo apìdosh 4.41 (pou e�nai mikrìteroapì to k�tw fr�gma me tim  5 gia to sugkritikì lìgo apìdosh ntetermini-stik¸n algor�jmwn). ApodeiknÔoume ep�sh k�tw fr�gmata me timè 2.5 kai
3 gia to sugkritikì lìgo apìdosh pijanotik¸n algor�jmwn gia graf matamonadia�wn d�skwn. Tìso ta apotelèsmat� ma gia to on-line prìblhma eÔre-sh anex�rthtwn sunìlwn ìso kai ta prohgoÔmena gnwst� apotelèsmata gianteterministikoÔ on-line algìrijmou sunoy�zontai ston P�naka 4.1. Gia toprìblhma qrwmatismoÔ, de�qnoume p¸ mpore� na epiteuqje� to kalÔtero gnw-stì �nw fr�gma O(min{log n, log σ}) gia σ-fragmène akolouj�e n d�skwnakìma ki an de d�netai h anapar�stash twn d�skwn.Graf mata Anapar. K�tw fr�gma 'Anw fr�gma Alg.d�skwn

σ-fragmèna Nai * Ω(min{n, log σ}) * O(min{n, log σ}) Classify* O
�
min{n,

Qlog∗ σ−1
j=1 log(j) σ}

�
Guess

σ-fragmèna 'Oqi * Ω(min{n, σ2}) O(min{n, σ2}) First-Fitmonadia�wn Nai * 2.5 * 8
√

3
π

≈ 4.41 Filterd�skwnmonadia�wn 'Oqi * 3 5 First-Fitd�skwnP�naka 4.1: SÔnoyh twn apotelesm�twn gia to on-line prìblhma eÔreshmègistou anex�rthtou sunìlou. To sÔmbolo (*) dhl¸nei apotelèsmata sthnparoÔsa diatrib .To upìloipo kef�laio e�nai domhmèno w ex . H Enìthta 4.2 anafèretaisthn on-line parallag  tou probl mato eÔresh anex�rthtwn sunìlwn se σ-fragmèna graf mata d�skwn. Ta apotelèsmat� ma gia graf mata monadia�-wn d�skwn parousi�zontai sthn Enìthta 4.3 en¸ o algìrijmo qrwmatismoÔ75



parousi�zetai sthn Enìthta 4.4.4.2 EÔresh anex�rthtwn sunìlwn se σ-fragmènagraf mata d�skwn4.2.1 'Anw fr�gmataSe aut  enìthta parousi�zoume ton pijanotikì on-line algìrijmo Classifygia ton upologismì anex�rthtwn sunìlwn se graf mata d�skwn. O algìrij-mo èqei sugkritikì lìgo apìdosh O(min{n, log σ}) apènanti se antip�louqwr� mn mh se σ-fragmèna graf mata d�skwn me n korufè. O algìrijmoqrhsimopoie� thn tim  tou σ pou upot�jetai ìti e�nai gnwst  ex' arq  kaipragmatopoie� ti tuqa�e epilogè tou basizìmeno sthn anapar�stash twnd�skwn. Par� autoÔ tou periorismoÔ, autì e�nai o pr¸to algìrijmopou petuqa�nei sugkritikì lìgo apìdosh logarijmikì w pro σ kai (ìpwja apode�xoume sthn Enìthta 4.2.2) e�nai bèltisto metaxÔ twn on-line algo-r�jmwn pou qrhsimopoioÔn thn anapar�stash twn d�skwn.O algìrijmo Classify leitourge� w ex . 'Otan emfan�zetai o pr¸tod�sko, o algìrijmo r�qnei èna nìmisma. An to apotèlesma e�nai kor¸na,apodèqetai to d�sko kai ektele� ton algìrijmo First-Fit gia d�skou me akt�nesto di�sthma [R, 2R), ìpou R e�nai h akt�na tou pr¸tou d�skou pou emfan�-zetai, agno¸nta (dhl., aporr�ptonta) ìlou tou upìloipou d�skou. Anto apotèlesma e�nai gr�mmata, o algìrijmo dialègei isop�jana ènan arij-mì i apì to sÔnolo {−⌈log σ⌉,−⌈log σ⌉ + 1, ...,−1, 1, ..., ⌈log σ⌉} kai ektele�ton algìrijmo First-Fit gia d�skou me akt�ne sto di�sthma [R2i, R2i+1
),agno¸nta (dhl., aporr�ptonta) ìlou tou upìloipou d�skou. Apodeik-nÔoume to akìloujo je¸rhma.Je¸rhma 33. O algìrijmo Classify gia σ-fragmèna graf mata d�skwn me

n korufè èqei sugkritikì lìgo apìdosh O(min{n, log σ}) apènanti se anti-p�lou qwr� mn mh.Apìdeixh. Profan¸, afoÔ o pr¸to d�sko g�netai apodektì me pijanì-thta 1/2, o sugkritikì lìgo apìdosh tou algor�jmou e�nai O(n). Sthsunèqeia, apodeiknÔoume ìti o algìrijmo èqei ep�sh sugkritikì lìgo apì-dosh O(log σ). Sumbol�zoume me OPT to bèltisto anex�rthto sÔnolo giathn akolouj�a. Gia i = −⌈log σ⌉,−⌈log σ⌉ − 1, ..., ⌈log σ⌉, sumbol�zoume me
Si to sÔnolo twn d�skwn me akt�ne sto di�sthma [R2i, R2i+1

) kai me OPTito mègisto anex�rthto sÔnolo gia tou d�skou pou an koun sto sÔnolo Si.Profan¸, to |OPTi| ≥ |OPT ∩ Si| efìson OPT ∩ Si e�nai èna anex�rthto76



sÔnolo gia to sÔnolo Si. Upojètoume ìti o algìrijmo epilègei to sÔnolo Sikai ektele� ton algìrijmo First-Fit gia tou d�skou autoÔ tou sunìlou. Pa-rathroÔme ìti oi d�skoi tou sunìlou Si apoteloÔn ènan 2-fragmèno gr�fhmad�skwn. Se tètoiou graf mata, to akìloujo l mma eggu�tai thn apìdoshtou algor�jmou First-Fit gia ton upologismì anex�rthtwn sunìlwn.L mma 34. O algìrijmo First-Fit èqei sugkritikì lìgo apìdosh 15 gia
2-fragmèna graf mata d�skwn.Apìdeixh. Ja apode�xoume to l mma se mia genikìterh morf . Ousiastik�,d�noume mia enallaktik  apìdeixh gia to gegonì ìti o algìrijmo First-Fitèqei sugkritikì lìgo apìdosh to polÔ O(σ2) gia σ-fragmèna graf matad�skwn. 'Etsi, mporoÔme na de�xoume ìti h krummènh stajer� sto sumbolismì
O(σ2) e�nai mikr .JewroÔme thn ektèlesh tou algor�jmou First-Fit gia k�poio gr�fhma. Topl jo twn bèltistwn koruf¸n pou mporoÔn na apokleistoÔn apì m�a koruf pou g�netai dektì apì ton algìrijmo First-Fit e�nai to polÔ �so me to mège-jo tou mègistou anex�rthtou sunìlou sthn geitoni� th koruf  aut . Jaapode�xoume ìti kam�a koruf  enì σ-fragmènou graf mato d�skwn den èqeianex�rthto sÔnolo me mègejo toul�qiston (σ+2)2 sth geitoni� tou. Epomè-nw, o sugkritikì lìgo apìdosh tou algor�jmou First-Fit gia σ-fragmènagraf mata d�skwn e�nai to polÔ �so me to megalÔtero akèraio pou e�nai au-sthr� mikrìtero apì (σ + 2)2. Gia thn per�ptwsh pou σ = 2, èqoume ìti osugkritikì lìgo apìdosh tou algor�jmou First-Fit e�nai to polÔ 15.JewroÔme ènan d�sko D0 me kèntro to shme�o C0 kai akt�na R kai upo-jètoume ìti up�rqei èna sÔnolo S pou perièqei toul�qiston (σ + 2)2 amoi-ba�a mh epikaluptìmenou d�skou oi opo�oi epikalÔptontai me ton D0. Ka-loÔme D1, D2, ..., D|S| tou d�skou tou sunìlou S. Gia k�poion d�sko Di(1 ≤ i ≤ |S|), sumbol�zoume me Ci to kèntro tou, me ri thn akt�na tou kai me
di thn apìstash tou kèntrou tou Ci apì to shme�o C0.Or�zoume rmin = min0≤i≤|S|{ri}. ParathroÔme ìti to sÔnolo S perièqeito polÔ ènan d�skoDj pou mpore� na perilamb�nei to shme�o C0 (dhl., dj < rj),diaforetik� oi d�skoi tou sunìlou S de ja  tan mh epikaluptìmenoi. Anup�rqei èna tètoio d�sko Dj tìte, s�goura, h tom  tou d�skou Dj kai tou
D0 perièqei ènan d�sko me akt�na rmin.Or�zoume t¸ra to R′ = 2rmin +max1≤i≤|S|{di−ri} kai èstw D′ o d�skome kèntro to shme�o C0 kai akt�na R′. Gia k�je d�sko Di pou den perilamb�neito shme�o C0 (dhl., di ≥ ri), jewroÔme to d�sko me akt�na rmin kai kèntroèna shme�o sto tm ma C0Ci pou br�sketai se apìstash di − ri + rmin apì to
C0. Autì o d�sko perièqetai ex' olokl rou sthn tom  twn d�skwn Di kai77
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D´Sq ma 4.1: O d�sko D0 kai 5 amoiba�a mh epikaluptìmenoi d�skoi pou epi-kalÔptontai me to d�sko D0. Oi gkri d�skoi shma�noun ìti o d�sko me thmikrìterh akt�na perièqetai ex' olokl rou stou d�skou D1, ..., D5.'Ara, to sunolikì embadìn twn tom¸n twn d�skwn tou sunìlou S me tod�sko D′ e�nai toul�qiston
(σ + 2)2πr2

min ≥
(

R

rmin
+ 2

)2

πr2
min

= π(2rmin + R)2

> π

(

2rmin + max
1≤i≤|S|

{di − ri}
)2

= πR′2.H austhr  anisìthta prokÔptei apì to gegonì ìti ìloi oi d�skoi tousunìlou S epikalÔptontai me to d�sko D0. 'Eqoume epomènw de�xei ìti tosunolikì embadìn twn tom¸n twn d�skwn tou sunìlou S me to d�sko D′ e�naimegalÔtero apì to embadìn tou d�skou D′, gegonì pou èrqetai se ant�jeshme thn upìjesh ìti oi d�skoi tou sunìlou S e�nai amoiba�a mh epikaluptìmenoi.KaloÔme B ton arijmì twn d�skwn pou o algìrijmo Classify k�nei apo-dektoÔ kai Bi ton arijmì twn d�skwn pou k�nei apodektoÔ an upojèsoume78



ìti epilègei to sÔnolo Si kai ektele� ton algìrijmo First-Fit gia d�skou au-toÔ tou sunìlou. Qrhsimopoi¸nta to L mma, de�qnoume ìti o algìrijmoapodèqetai toul�qiston
Bi ≥

1

15
|OPTi| ≥

1

15
|OPT ∩ Si|d�skou apì to sÔnolo Si. H mèsh tim  tou megèjou tou anex�rthtou sunì-lou pou upolog�zetai apì ton algìrijmo Classify e�nai

E[B] =

⌈log σ⌉
∑

i=−⌈log σ⌉
(Pr[ na epilege� to sÔnolo Si ] · Bi)

≥ 1

15

⌈log σ⌉
∑

i=−⌈log σ⌉
(Pr[ na epilege� to sÔnolo Si ] · |OPT ∩ Si|)

≥ 1

15
min

i
{Pr[ na epilege� to sÔnolo Si ]} · |OPT |

≥ 1

60⌈log σ⌉ · |OPT |.Epomènw, o sugkritikì lìgo apìdosh tou algor�jmou e�nai O(log σ).Parousi�zoume t¸ra ton algìrijmo Guess pou èqei elafr¸ qeirìterosugkritikì lìgo apìdosh all� den apaite� gn¸sh ex' arq  oÔte tou n oÔtetou σ.JewroÔme mia akolouj�a n d�skwn kai èstw R h akt�na tou pr¸tou d�-skou th akolouj�a. Tìte, or�zoume ta akìlouja (endeqomènw ken�) xènametaxÔ tou sÔnola d�skwn. Gia k�je i = 0, 1, ..., 2⌈log σ⌉ − 1, or�zoume tosÔnolo Si twn d�skwn me akt�ne toul�qiston R/2⌈log σ⌉−i kai mikrìtere apì
R/2⌈log σ⌉−i−1. KaloÔme k�je tètoio sÔnolo i-ì sÔnolo gia k�poio i ≥ 1an ìtan emfan�zetai sthn akolouj�a o pr¸to d�sko tou sugkekrimènou su-nìlou, èqoun  dh emfaniste� d�skoi apì akrib¸ i − 1 diaforetik� sÔnola.'Otan emfan�zetai o pr¸to d�sko enì sunìlou, o algìrijmo apofas�zei mek�poia pijanìthta an ja l�bei upìyh tou d�skou apì autì to sugkekrimènosÔnolo kai kat� sunèpeia ja agno sei ìlou tou d�skou twn upìloipwnsunìlwn.Or�zoume th sun�rthsh α : [1, +∞) → R+ w ex :

α(x) =
1

log e
(⌊log x⌋ + 1)α(⌊log x⌋), an x ≥ 2

α(x) =
2 log e

4 log e − 5
, an 2 > x ≥ 179



'Otan emfan�zetai o pr¸to d�sko tou i-oÔ sunìlou, o algìrijmo r�qneièna nìmisma me
Pr[kor¸na] =

{

1/2 gia i ∈ {1, 2}
1

α(i−2)(i−1) gia i ≥ 3An to apotèlesma e�nai kor¸na, o algìrijmo apofas�zei na ektelèsei tonalgìrijmo First-Fit gia tou d�skou autoÔ tou sunìlou kai agnoe� (dhl.,aporr�ptei) tou d�skou ìlwn twn �llwn sunìlwn; an to apotèlesma e�naigr�mmata, o algìrijmo aporr�ptei ìlou tou d�skou tou sunìlou.Je¸rhma 35. O algìrijmo Guess èqei sugkritikì lìgo apìdosh to polÔ
O
(

min
{

n,
∏log∗ σ−1

j=1 log(j) σ
}) apènanti se antip�lou qwr� mn mh se σ-fragmèna graf mata d�skwn me n korufè.Apìdeixh. Arqik�, parathroÔme ìti o algìrijmo Guess k�nei apodektì tonpr¸to d�sko th akolouj�a me pijanìthta 1/2. Epomènw, o sugkritikìlìgo apìdosh e�nai O(n). Sth sunèqeia, ja apode�xoume ìti o sugkritikìlìgo apìdosh e�nai ep�sh O
(

∏log∗ σ−1
j=1 log(j) σ

).H apìdeixh akolouje� thn �dia diadikas�a me thn apìdeixh tou Jewr mato33. Sumbol�zoume me OPT to bèltisto anex�rthto sÔnolo th akolouj�akai èstw κ ≤ 1 + ⌈log σ⌉ o arijmì twn diaforetik¸n sunìlwn. Gia k�je i =
0, 1, ..., κ, sumbol�zoume me S′

i to i-ì sÔnolo, me OPTi to mègisto anex�rthtosÔnolo metaxÔ twn d�skwn tou sunìlou S′
i, kai me Ei to gegonì pou dhl¸neiìti o algìrijmo Guess apofas�zei na ektelèsei to algìrijmo First-Fit giad�skou tou i-oÔ sunìlou. E�nai: |OPTi| ≥ |OPT ∩ S′

i|, afoÔ to sÔnolo
OPT ∩ S′

i apotele� èna anex�rthto sÔnolo gia to S′
i. Upojètoume ìti oalgìrijmo epilègei to sÔnolo S′

i kai ektele� ton algìrijmo First-Fit gia toud�skou autoÔ tou sunìlou. AfoÔ, gia k�je i = 1, ..., κ, oi d�skoi tou sunìlou
S′

i apoteloÔn èna 2-fragmèno gr�fhma d�skwn, upojètonta ìti o algìrijmoepilègei to sÔnolo S′
i kai ektele� ton algìrijmo First-Fit gia tou d�skouautoÔ tou sunìlou, apì to L mma 34, sumpera�noume ìti o algìrijmo k�neiapodektoÔ
Bi ≥

1

15
|OPTi| ≥

1

15
|OPT ∩ S′

i|d�skou tou sunìlou S′
i. H mèsh tim  tou megèjou tou anex�rthtou sunìlou80



pou upolog�zei o algìrijmo Guess e�nai:
E[B] =

κ
∑

i=1

(Pr[Ei] · Bi)

≥ 1

15

κ
∑

i=1

(Pr[Ei] · |OPT ∩ Si)

≥ 1

15
min

i
{Pr[Ei]} · |OPT |.Epomènw, gia na apode�xoume ìti o sugkritikì lìgo apìdosh tou al-gor�jmou Guess e�nai O (∏log∗ σ−1

j=1 log(j) σ
), ja apode�xoume sth sunèqeia ìtigia k�je i = 1, ..., κ, isqÔei Pr[Ei] ∈ Ω

(

1Qlog∗ σ−1
j=1 log(j) σ

).Gia k�je i = 1, ..., κ, h pijanìthta na sumbe� to gegonì Ei isoÔtai me thnpijanìthta na aporrifjoÔn d�skoi apì ta pr¸to i − 1 sÔnola (an up�rqoun)ep� thn pijanìthta na epilege� to i-ì sÔnolo. Profan¸, Pr[E1] = 1/2,
Pr[E2] = 1/4, Pr[E3] = 4 log e−5

16 log e
, en¸ gia i ≥ 4, e�nai

Pr[Ei] =
1

4





i−3
∏

j=1

(

1 − 1

α(j)(j + 1)

)





1

α(i − 2)(i − 1)
.Gia na fr�xoume apì k�tw aut  thn pijanìthta, qrhsimopoioÔme ti akì-louje trei teqnikè prot�sei.Prìtash 36. Gia k�je β ∈ [1, +∞) kai akèraio i > 1, isqÔei:

i2
∏

j=i1

(

1 − 1

β(j + 1)

)

≥
(

i1
i2 + 1

) 1
β

.Apìdeixh. Arqik� apodeiknÔoume ìti, gia k�je j ≥ 1, e�nai
β

(

1 +
1

j

)

− 1

j
≥ β

(

1 +
1

j

)1− 1
β (4.1)JewroÔme th sun�rthsh F : [1, +∞] → R pou or�zetai w

F (β) = β

(

1 +
1

j

)

− 1

j
− β

(

1 +
1

j

)1− 1
β

.81



H pr¸th par�gwgì th e�nai
F ′(β) =

(

1 +
1

j

)

−
(

1 +
1

j

)1− 1
β

− 1

β
ln

(

1 +
1

j

)(

1 +
1

j

)1− 1
β

=

(

1 +
1

j

)1− 1
β

(

(

1 +
1

j

) 1
β

− 1 − 1

β
ln

(

1 +
1

j

)

)

≥ 0.H teleuta�a anisìthta prokÔptei apì thn anisìthta x ≥ 1 + lnx, gia k�je
x ≥ 1. AfoÔ h sun�rthsh F (·) e�nai mh-aÔxousa kai F (1) = 0, sunep�getaiìti F (β) ≥ 0, gia k�je β ∈ [1, +∞), kai, epomènw, isqÔei h sqèsh (4.1).Qrhsimopoi¸nta th sqèsh (4.1) èqoume:

i2
∏

j=i1

(

1 − 1

β(j + 1)

)

=
1

βi2−i1+1

i2
∏

j=i1

βj + β − 1

j + 1

=
1

βi2−i1+1





i2
∏

j=i1

(

β

(

1 +
1

j

)

− 1

j

)





i2
∏

j=i1

j

j + 1

≥ i1
(i2 + 1)βi2−i1+1

i2
∏

j=i1

(

β

(

1 +
1

j

)1− 1
β

)

=
i1

i2 + 1





i2
∏

j=i1

j + 1

j





1− 1
β

=

(

i1
i2 + 1

) 1
β

Prìtash 37. Gia k�je i > 0, isqÔei
i
∏

j=1

(

1 − 1

α(j)(j + 1)

)

≥
(

1 − 1

2α(1)

)log∗ i+1

.Apìdeixh. Arqik� ja de�xoume ìti
i
∏

j=1

(

1 − 1

α(j)(j + 1)

)

≥
(

1 − 1

2α(1)

) ⌊log i⌋
∏

j=1

(

1 − 1

α(j)(j + 1)

)

.(4.2)82



To l mma ja prokÔyei apì thn efarmog  th anisìthta (4.2) anadromik�.Apì thn Prìtash 36 kai ton orismì th sun�rthsh α(·), sunep�getai ìti:
i
∏

j=1

(

1 − 1

α(j)(j + 1)

)

≥
⌊log i⌋
∏

j=0

2j+1−1
∏

j′=2j

(

1 − 1

α(j′)(j′ + 1)

)

=

(

1 − 1

2α(1)

) ⌊log i⌋
∏

j=1

2j+1−1
∏

j′=2j

(

1 − 1

α(j′)(j′ + 1)

)

≥
(

1 − 1

2α(1)

) ⌊log i⌋
∏

j=1

(

1

2

) 1

α(2j)

=

(

1 − 1

2α(1)

) ⌊log i⌋
∏

j=1

(

1

2

)
log e

α(j)(j+1)

=

(

1 − 1

2α(1)

) ⌊log i⌋
∏

j=1

e
− 1

α(j)(j+1)

≥
(

1 − 1

2α(1)

) ⌊log i⌋
∏

j=1

(

1 − 1

α(j)(j + 1)

)

,ìpou h teleuta�a anisìthta prokÔptei apì to gegonì ìti e−x ≥ 1 − x, giak�je x ≥ 0.Prìtash 38. Gia k�je i ≥ 1, isqÔei
α(i) ≤

(

5

4 log e

)log∗ i−2 4

log2 e
α(1)

log∗ i
∏

j=1

log(j) i.Apìdeixh. Profan¸, an log∗ i = 0, dhl., i ∈ [1, 2), tìte e�nai
α(i) = α(1) ≤ 64

25
α(1) =

(

5

4 log e

)−2 4

log2 e
α(1).83



An log∗ i = 1, dhl., i ∈ [2, 4), tìte e�nai
α(i) =

1

log e
α(⌊log i⌋)(⌊log i⌋ + 1)

≤ 2

log e
α(1) log i

≤ 16

5 log e
α(1) log i

=

(

5

4 log e

)−1 4

log2 e
α(1) log i.'Omoia, an log∗ i = 2, dhl., i ∈ [4, 16), tìte

α(i) =
1

log e
α(⌊log i⌋)(⌊log i⌋ + 1)

≤ 1

log2 e
α(⌊log ⌊log i⌋⌋)(⌊log i⌋ + 1)(⌊log ⌊log i⌋⌋ + 1)

≤ 4

log2 e
α(1) log i log log i

=

(

5

4 log e

)−1 4

log2 e
α(1) log i log log i.Upojètoume ìti log∗ i > 2, dhl., i ≥ 16. 'Eqoume tìte ìti:

α(i) =
1

log e
α(⌊log i⌋)(⌊log i⌋ + 1)

≤ 5

4 log e
α(log i) log i

≤ ...

≤
(

5

4 log e

)log∗ i−2

α(log(log∗ i−2) i)

log∗ i−2
∏

j=1

log(j) i

≤
(

5

4 log e

)log∗ i−2 4

log2 e
α(1)

log∗ i
∏

j=1

log(j) i.H anisìthta sth deÔterh gramm  prokÔptei apì to gegonì ìti h sun�rthsh
α(·) e�nai mh-aÔxousa kai apì thn parat rhsh ìti gia k�je i′ ≥ 16, isqÔei
⌊log i′⌋ + 1 ≤ 5

4 log i′. H tr�th gramm  prokÔptei apì anadromikè efarmogèaut  th anisìthta, en¸ h teleuta�a anisìthta isqÔei afoÔ log(log∗ i−2) i ∈
[4, 16). 'Etsi, oloklhr¸netai h apìdeixh th Prìtash.84



Qrhsimopoi¸nta ti Prot�sei 37 kai 38 kai antikajist¸nta α(1) =
2 log e

4 log e−5 , pa�rnoume ìti
Pr[Ei] =

1

4





i−3
∏

j=1

(

1 − 1

α(j)(j + 1)

)





1

α(i − 2)(i − 1)
≥

1

4

(

1 − 1

2α(1)

)log∗ (i−3)+1 1

α(i − 2)(i − 1)
≥

1

4

(

5

4 log e

)log∗ (i−3)+1 1

(i − 1)
(

5
4 log e

)log∗ (i−2)−2
4

log2 e
α(1)

∏log∗ (i−2)
j=1 log(j) (i − 2)

≥

125(4 log e − 5)

2048 log2 e(i − 1)
∏log∗ (i−2)

j=1 log(j) (i − 2)AfoÔ o arijmì twn diaforetik¸n sunìlwn κ e�nai to polÔ 1 + ⌈log σ⌉ <
2 + log σ, èqoume ìti

Pr[Ei] ∈ Ω

(

1
∏log∗ σ−1

j=1 log(j) σ

)ki ètsi oloklhr¸netai h apìdeixh tou jewr mato.4.2.2 K�tw fr�gmataTa k�tw fr�gmata pou apodeiknÔontai se aut  thn Enìthta dhl¸noun ìti,genik�, h qr sh tuqaiìthta de bohj�, dhl., up�rqoun akolouj�e n d�skwngia ti opo�e k�je on-line algìrijmo èqei sugkritikì lìgo apìdosh Ω(n)akìma ki an d�netai h anapar�stash twn d�skwn. Gia σ-fragmèna graf matad�skwn, to akìloujo k�tw fr�gma dhl¸nei ìti an de d�netai h anapar�stashtwn d�skwn, den up�rqoun on-line algìrijmoi me sugkritikì lìgo apìdoshlogarijmikì w pro σ.Je¸rhma 39. K�je pijanotikì on-line algìrijmo gia ton upologismì ane-x�rthtwn sunìlwn se σ-fragmèna graf mata d�skwn me n korufè èqei sug-kritikì lìgo apìdosh Ω(min{n, σ2}) apènanti se antip�lou qwr� mn mh,an de d�netai h anapar�stash twn d�skwn.85



Apìdeixh. 'Estw κ èna jetikì akèraio. Ja kataskeu�soume ènan ant�palopou par�gei èna gr�fhma Gκ pou èqei èna anex�rthto sÔnolo megèjou k +1ètsi ¸ste h mèsh tim  tou megèjou tou anex�rthtou sunìlou pou mpore� naupolog�sei opoiosd pote pijanotikì on-line algìrijmo gia to gr�fhma Gκna e�nai to polÔ 2.To gr�fhma Gk pou par�getai apì ton ant�palo or�zetai w ex . Oikorufè tou graf mato Gκ omadopoioÔntai se κ ep�peda 0, 1, ..., κ−1. K�jeep�pedo i èqei dÔo korufè: m�a arister  koruf  vi
l kai m�a dexi� koruf 

vi
r. Oi dÔo korufè k�je epipèdou den epikalÔptontai. Arqik�, o ant�palopar�gei tou dÔo korufè tou epipèdou 0. Gia i = 1, ..., κ− 1, oi korufè touepipèdou i par�gontai afoÔ èqoun emfaniste� oi korufè tou epipèdou i − 1.O ant�palo r�qnei èna nìmisma gia na sundèsei ti korufè tou epipèdou i mekorufè mikrìterwn epipèdwn. An to apotèlesma e�nai kor¸na, sundèei kaiti dÔo korufè tou epipèdou i me thn koruf  vi−1

l kai me ìle ti korufètwn epipèdwn i − 2, i − 3, ..., 0 me ti opo�e e�nai sundedemènh h koruf  vi−1
l ;an to apotèlesma e�nai gr�mmata, sundèei kai ti dÔo korufè tou epipèdou

i me thn koruf  vi−1
r kai me ìle ti korufè twn epipèdwn i − 2, ..., 0 me tiopo�e e�nai sundedemènh h koruf  vi−1

r .
vl

vl

vr

vr

vr
κ−1

κ−2vr
κ−2vl

0 0

11

κ−1vlSq ma 4.2: 'Ena par�deigma gia to gr�fhma Gκ.JewroÔme to sÔnolo twn koruf¸n pou apotele�tai apì dÔo korufè touepipèdou κ − 1 kai, gia i = 0, ..., κ − 2, apì thn koruf  tou epipèdou i pouden e�nai sundedemènh me korufè an¸terwn epipèdwn. Autì e�nai èna ane-x�rthto sÔnolo tou graf mato Gκ. Epomènw, to mègejo tou bèltistouanex�rthtou sunìlou tou graf mato Gκ e�nai toul�qiston κ + 1.Sth sunèqeia ja de�xoume ìti to mègejo tou anex�rthtou sunìlou tougraf mato Gκ pou k�je (endeqomènw pijanotikì) on-line algìrijmo mpo-86



re� na upolog�sei e�nai to polÔ 2. JewroÔme thn ektèlesh tou algor�jmou Ase t akolouj�e d�skwn pou par�gontai apì ton ant�palo. Sumbol�zoume me liton arijmì twn ektelèsewn kat� ti opo�e o algìrijmo apodèqetai thn ari-ster  koruf  tou epipèdou i, me ri to pl jo twn ektelèsewn kat� ti opo�eo algìrijmo apodèqetai th dexi� koruf  tou epipèdou i, kai me bi ton arijmìtwn ektelèsewn tou algor�jmou kat� ti opo�e o algìrijmo apodèqetai kaiti dÔo korufè tou epipèdou i.Gia i = 0, 1, ..., κ−1, èstw Xi tuqa�a metablht  pou sumbol�zei ton arijmìtwn ektelèsewn kat� ti opo�e oi korufè pou emfan�zontai sto ep�pedo i deupìkeintai se periorismoÔ lìgw koruf¸n mikrìterwn epipèdwn (dhl., den e�naisundedemènoi me korufè se mikrìtera ep�peda pou èqoun g�nei dekto� apì tonalgìrijmo). Tìte, oi korufè tou epipèdou i + 1 upìkeintai se periorismoÔmìno an:
• h arister  koruf  tou epipèdou i èqei aporrifje� kai oi korufè touepipèdou sundèontai me thn arister  koruf  tou epipèdou i  
• h dexi� koruf  tou epipèdou i èqei aporrifje� kai oi korufè tou epipè-dou i + 1 sundèontai me th dexi� koruf  tou epipèdou i.Epomènw,

E[Xi+1|Xi] ≤ Xi −
ri + li

2
− bikai

E[Xκ−1] ≤ t −
κ−2
∑

i=0

ri + li + 2bi

2
⇒

κ−2
∑

i=0

(ri + li + 2bi) ≤ 2t − 2E[Xκ−1] (4.3)AfoÔ o arijmì twn ektelèsewn kat� ti opo�e o algìrijmo apodèqetaitoul�qiston m�a koruf  apì to ep�pedo κ− 1 e�nai to polÔ �so me ton arijmìtwn ektelèsewn kat� ti opo�e oi korufè tou ep�pèdou κ− 1 den upìkeintaise periorismoÔ, e�nai rκ−1 + lκ−1 + bκ−1 ≤ E[Xκ−1]. Qrhsimopoi¸nta thsqèsh (4.3), pa�rnoume ìti h mèsh tim  tou megèjou tou anex�rthtou sunìlou
B(Gκ) pou upolog�zei o algìrijmo e�nai87



E[|B(Gκ)|] =
1

t

κ−1
∑

i=0

(ri + li + 2bi)

=
1

t

κ−2
∑

i=0

(ri + li + 2bi) +
1

t
(rκ−1 + lκ−1 + 2bκ−1)

≤ 2 − 1

t
(2E[Xκ−1] − (rκ−1 + lκ−1 + 2bκ−1))

≤ 2 − 2

t
(E[Xκ−1] − (rκ−1 + lκ−1 + bκ−1))

≤ 2.Katal goume sto sumpèrasma ìti o sugkritikì lìgo apìdosh tou al-gor�jmou e�nai toul�qiston κ+1
2 .Autì pou mènei na de�xoume e�nai ìti to gr�fhmaGκ gia κ = Ω

(

min{n, σ2}
)e�nai èna σ-fragmèno gr�fhma d�skwn.L mma 40. Gia k�je σ ≥ 2 kai n ≥ 8, to gr�fhma G4d2 gia

d = min

{⌊

σ + 2

4

⌋

,

⌊
√

n

8

⌋}e�nai èna σ-fragmèno gr�fhma d�skwn me to polÔ n korufè.Apìdeixh. 'Estw σ ≥ 2 kai èna akèreio n ≥ 8. Or�zoume w
d = min

{⌊

σ + 2

4

⌋

,

⌊
√

n

8

⌋}

.Profan¸, to gr�fhma G4d2 èqei 8d2 ≤ n korufè. Ja de�xoume ìti kai togr�fhma G4d2 e�nai èna σ-fragmèno gr�fhma d�skwn.Ja kataskeu�soume thn akìloujh anapar�stash tou graf mato G4d2me d�skou. To sÔnolo apotele�tai apì 8d2 d�skou kai qwr�zetai se d xènametaxÔ tou sÔnola ta opo�a onom�zoume daktul�ou. Gia i = 1, ..., d, odaktÔlio i perièqei 8i − 4 d�skou tou opo�ou onom�zoume plan te kai
8i−4 d�skou tou opo�ou onom�zoume dorufìrou. 'Oloi oi plan te èqounton �dio kèntro kai ìloi oi dorufìroi èqoun monadia�a akt�na.Se k�je daktÔlio i, o j-ì plan th (gia j = 0, ..., 8i − 5) èqei akt�na
4(i − 1) + 1 + j

8i−5 . ParathroÔme ìti ìloi oi plan te èqoun akt�ne metaxÔ
1 kai 4d − 2 ≤ σ. Epomènw, to gr�fhma d�skwn pou kataskeu�zoume e�nai
σ-fragmèno. Ja de�xoume ep�sh ìti h sugkekrimènh e�nai mia anapar�stashme d�skou gia to gr�fhma G4d2 . 88



Gia na entop�soume tou dorufìrou tou daktul�ou i, epilègoume 8i − 4hmieuje�e pou xekinoÔn apì to kèntro twn planht¸n oi opo�e qwr�zoun toep�pedo se 8i − 4 isomegèjei tome�. To kèntro tou j-oÔ dorufìrou toudaktul�ou i br�sketai sth diqotìmo tou tomèa j kai apèqei 4(i−1)+2+ 2j+1
16i−10apì to kèntro twn planht¸n. H kataskeu  gia d = 3 fa�netai sto Sq ma 4.3.
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Sq ma 4.3: H kataskeu  th akolouj�a twn d�skwn pou par�getai apì tonant�palo gia thn apìdeixh tou L mmato 6. Oi gkri daktÔlioi sumbol�zoun tiperifèreie twn planht¸n pou an koun ston �dio daktÔlio.JewroÔme to gr�fhma G4d2 kai èstw vi
p h koruf  ou epipèdou i pou e�-nai sundedemènh me korufè uyhlìterwn epipèdwn. Sumbol�zoume me vi

s thn�llh koruf  tou epipèdou i. Ja apode�xoume ìti to sÔnolo twn d�skwn poukataskeu�same apotele� mia anapar�stash tou graf mato G4d2 me d�skou.Sugkekrimèna, ja apeikon�soume k�je koruf  tou graf mato G4d2 se ènand�sko kai ja de�xoume ìti, gia k�je zeÔgo koruf¸n metaxÔ twn opo�wn up�r-qei akm  sto gr�fhma G4d2 , oi ant�stoiqoi d�skoi epikalÔptontai kai ìti, giak�je zeÔgo koruf¸n metaxÔ twn opo�wn den up�rqei akm  sto gr�fhma G4d2 ,oi ant�stoiqoi d�skoi den epikalÔptontai.JewroÔme th sun�rthsh ℓ(i, j) pou sumbol�zei th jèsh tou j-oÔ plan th89



tou daktul�ou i sth l�sta twn planht¸n taxinomhmènh me b�sh thn akt�natou apì to megalÔtero ston mikrìtero. AfoÔ (i) k�je daktÔlio perièqei�dio arijmì apì plan te kai dorufìrou, (ii) o j-ì plan th tou daktul�ou
i èqei megalÔterh akt�na apì tou plan te 0, ..., j − 1 tou daktul�ou i kaiapì ìlou tou plan te twn daktul�wn 1, .., i− 1, kai (iii) o j-ì dorufìrotou daktul�ou i apèqei perissìtero apì to kèntro twn planht¸n apì ìso oidorufìroi 0, ..., j − 1 tou daktul�ou i kai ìloi oi dorufìroi twn daktul�wn
1, .., i− 1, h sun�rthsh ℓ(i, j) sumbol�zei ep�sh th jèsh tou j-oÔ dorufìroutou daktul�ou i sth l�sta twn dorufìrwn taxinomhmènh me b�sh thn apì-stas  tou apì to kèntro twn planht¸n apì to megalÔtero sto mikrìtero.Profan¸, an ℓ(i1, j1) ≥ ℓ(i2, j2), tìte e�nai e�te i1 ≤ i2   i1 = i2 kai j1 ≤ j2.Antistoiq�zoume ton j-ì plan th tou daktul�ou i sthn koruf  v

ℓ(i,j)
p tougraf mato G4d2 kai ton j-ì dorufìro tou daktul�ou i sthn koruf  v

ℓ(i,j)
stou graf mato G4d2 .JewroÔme èna zeÔgo koruf¸n vξ1

p kai vξ2
p metaxÔ twn opo�wn up�rqeiakm  sto gr�fhma G4d2 . Oi ant�stoiqoi d�skoi e�nai plan te kai s�gouraepikalÔptontai afoÔ èqoun koinì kèntro.JewroÔme èna zeÔgo koruf¸n vξ1

p kai vξ2
s metaxÔ twn opo�wn up�rqeiakm  sto gr�fhma G4d2 . Tìte, apì ton orismì tou graf mato G4d2 , prèpeina isqÔei ξ1 < ξ2. Oi ant�stoiqoi d�skoi e�nai o j1-ì plan th tou daktul�ou

i1 kai o j2-ì dorufìro tou daktul�ou i2 ètsi ¸ste na e�nai ℓ(i1, j1) = ξ1 kai
ℓ(i2, j2) = ξ2. AfoÔ ξ1 < ξ2, isqÔei e�te i1 > i2   i1 = i2 kai j1 > j2. Sthnpr¸th per�ptwsh (i1 > i2), to �jroisma twn akt�nwn tou j1-oÔ plan th toudaktul�ou i1 kai tou j2-oÔ dorufìrou tou daktul�ou i2 e�nai

4(i1 − 1) + 2 +
j1

8i1 − 5
≥ 4i2 + 2

> 4(i2 − 1) + 2 +
2j2 + 1

16i2 − 10pou isoÔtai me thn apìstash tou kèntrou tou j2-oÔ dorufìrou tou da-ktul�ou i2 apì to kèntro twn planht¸n. Sth deÔterh per�ptwsh (i1 = i2 kai
j1 > j2), to �jroisma twn akt�nwn tou j1-oÔ plan th kai tou j2-oÔ dorufì-rou tou daktul�ou i1 e�nai

4(i1 − 1) + 2 +
j1

8i1 − 5
≥ 4(i1 − 1) + 2 +

j2 + 1

8i1 − 5

> 4(i2 − 1) + 2 +
2j2 + 1

16i2 − 1090



pou isoÔtai me thn apìstash tou kèntrou tou j2-oÔ dorufìrou tou daktu-l�ou i2 apì to kèntro twn planht¸n. Epomènw, kai sti dÔo peript¸sei, oidÔo d�skoi epikalÔptontai.JewroÔme èna zeÔgo koruf¸n vξ1
p kai vξ2

s metaxÔ twn opo�wn den up�rqeiakm  sto gr�fhma G4d2 . apì ton orismì tou G4d2 , isqÔei ξ1 ≥ ξ2. Oi ant�-stoiqoi d�skoi e�nai o j1-ì plan th tou daktul�ou i1 kai o j2-ì dorufìrotou daktul�ou i2 ètsi ¸ste ℓ(i1, j1) = ξ1 kai ℓ(i2, j2) = ξ2. AfoÔ ξ1 ≥ ξ2,isqÔei e�te i1 < i2   i1 = i2 kai j1 ≤ j2. Sthn pr¸th per�ptwsh (i1 < i2),to �jroisma twn akt�nwn tou j1-oÔ plan th tou daktul�ou i1 kai tou j2-oÔdorufìrou tou daktul�ou i2 e�nai
4(i1 − 1) + 2 +

j1

8i1 − 5
≤ 4(i2 − 2) + 3

< 4(i2 − 1) + 2 +
2j2 + 1

16i2 − 10pou isoÔtai me thn apìstash tou kèntrou tou j2-oÔ dorufìrou tou da-ktul�ou i2 apì to kèntro twn planht¸n. Sth deÔterh per�ptwsh (i1 = i2 kai
j1 ≤ j2), to �jroisma twn akt�nwn tou j1-oÔ plan th kai tou j2-oÔ dorufìroutou daktul�ou i1 e�nai

4(i1 − 1) + 2 +
j1

8i1 − 5
≤ 4(i1 − 1) + 2 +

2j1 + 1

16i1 − 10

≤ 4(i2 − 1) + 2 +
2j2 + 1

16i2 − 10pou isoÔtai me thn apìstash tou kèntrou tou j2-oÔ dorufìrou tou daktu-l�ou i2 apì to kèntro twn planht¸n. Epomènw, kai sti dÔo peript¸sei, oidÔo d�skoi den epikalÔptontai.Tèlo, jewroÔme èna zeÔgo koruf¸n vξ1
s kai vξ2

s pou de sundèontai meakm  sto gr�fhma G4d2 . Oi ant�stoiqoi d�skoi e�nai dorufìroi. Ja de�xoumeìti potè dÔo dorufìroi den epikalÔptontai. JewroÔme arqik� ton j1-ì do-rufìrou tou daktul�ou i1 kai ton j2-ì dorufìro tou daktul�ou i2 > i1. Hdiafor� twn apost�sewn twn kèntrwn twn dÔo dorufìrwn apì to kèntro twnplanht¸n e�nai
4(i2 − 1) + 2 +

2j2 + 1

16i2 − 10
− 4(i1 − 1) − 2 − 2j1 + 1

16i1 − 10
>

4(i2 − i1) −
2j1 + 1

16i1 − 10
> 4(i2 − i1) − 2 ≥ 291



gegonì pou shma�nei ìti oi dÔo dorufìroi (pou èqoun monadia�e akt�ne)den epikalÔptontai. Gia na de�xoume ìti potè duo dorufìroi pou an kounston �dio daktÔlio den epikalÔptontai, ja de�xoume ìti kanèna dorufìro denxepern�ei ta ìria tou tomèa ston opo�o an kei. JewroÔme ton j-ì dorufìrotou daktul�ou i. H gwn�a pou or�zetai apì th diqotìmo tou tomèa i pou perièqeito dorufìro kai apì èna apì ti pleurè tou e�nai π
8i−4 . 'Estw δ h apìstashtou kèntrou tou dorufìrou apì thn pleur� tou tomèa j. ParathroÔme ìtih apìstash tou kèntrou tou dorufìrou apì to kèntro twn planht¸n e�naimegalÔterh apì 4i − 2. Epomènw,

δ > (4i − 2) sin
π

8i − 4

≥ (4i − 2)
2

π

π

8i − 4
= 1,ìpou h teleuta�a anisìthta prokÔptei apì to gegonì ìti gia k�je x ∈

[0, π/4], isqÔei sinx ≥ 2
π
x.'Etsi oloklhr¸netai h apìdeixh tou jewr mato.To k�tw fr�gma tou Jewr mato 39 profan¸ den isqÔei ìtan d�netai hanapar�stash twn d�skwn. Sthn per�ptwsh aut , èna polÔ aplì ntetermi-nistikì on-line algìrijmo pou ja èkane apodektoÔ monadia�ou d�skou(opoted pote autì  tan dunatì) kai ja apèrripte ìlou tou upìloipoud�skou ja  tan bèltisto gia akolouj�e d�skwn pou par�gontai apì tonant�palo tou Jewr mato 39.To akìloujo je¸rhma d�nei èna k�tw fr�gma gia to sugkritikì lìgoapìdosh on-line algor�jmwn eÔresh anex�rthtwn sunìlwn ìtan d�netai hanapar�stash twn d�skwn kai sthn ous�a dhl¸nei ìti o algìrijmo Classifye�nai bèltisto sta pla�sia stajer¸n paragìntwn.Je¸rhma 41. K�je pijanotikì on-line algìrijmo gia ton upologismì ane-x�rthtwn sunìlwn se σ-fragmèna graf mata d�skwn me n korufè èqei sug-kritikì lìgo apìdosh Ω(min{n, log σ}) apènanti se antip�lou qwr� mn mh.Apìdeixh. Dedomènou σ ≥ 1 kai enì akera�ou n ≥ 2, ja kataskeu�soumeènan ant�palo pou par�gei èna σ-fragmèno gr�fhma d�skwn me to polÔ nkorufè. H apìdeixh e�nai ìmoia me aut  tou Jewr mato 39 me th mìnhdiafor� ìti, se k�je ep�pedo, o ant�palo apokalÔptei thn anapar�stash twn92



d�skwn ston algìrijmo. Epomènw, èna algìrijmo pou efarmìzetai gia miaakolouj�a d�skwn pou par�getai apì ton ant�palo mpore� na qrhsimopoi seithn anapar�stash twn d�skwn gia na pragmatopoi sei ti tuqa�e epilogètou.'Estw κ = ⌊min{n/2, 1 + log σ}⌋. O ant�palo par�gei mia akolouj�a d�-skwn D se κ ep�peda 0, 1, ..., κ−1, ètsi ¸ste k�je ep�pedo na èqei dÔo d�skou.Ta kèntra ìlwn twn d�skwn br�skontai p�nw se m�a gramm  ki epomènw qrhsi-mopoioÔme mìno m�a suntetagmènh gia ta prosdior�soume. Arqik�, o ant�paloemfan�zei dÔo d�skou me akt�ne σ sto ep�pedo 0 me kèntra ta shme�a me sun-tetagmène c0
l = −σ kai c0

r = σ. Gia i = 1, ..., κ−1, oi dÔo d�skoi tou epipèdou
i èqoun akt�ne σ/2i kai parousi�zontai met� tou d�skou tou epipèdou i−1.'Estw ci−1

l , ci−1
r = ci−1

l + σ/2i−2 oi suntetagmène twn kèntrwn twn d�skwntou epipèdou i−1. O ant�palo r�qnei èna nìmisma gia na prosdior�sei tou d�-skou tou epipèdou i. An to apotèlesma e�nai kor¸na, ta kèntra twn d�skwne�nai ta shme�a ci
l = ci−1

l − σ/2i kai ci
r = ci−1

l + σ/2i; an to apotèlesma e�naigr�mmata, ta kèntra twn d�skwn e�nai ta shme�a ci
r = ci−1

l + σ/2i−2 − σ/2ikai ci
l = ci−1

l + σ/2i−2 + σ/2i, ant�stoiqa. ci
l = ci−1

l + σ/2i−2 + σ/2i, ant�-stoiqa. Apì ton orismì tou κ, e�nai profanè ìti h kataskeu  ma parèqeièna σ-fragmèno gr�fhma d�skwn me to polÔ n korufè. H kataskeu  fa�netaisto Sq ma 4.4.

σ0−σ/2−σ−3σ/2 −σ/4

−3σ/8 −σ/8Sq ma 4.4: H kataskeu  mia akolouj�a d�skwn D pou par�getai apì tonant�palo gia thn apìdeixh tou Jewr mato 6.ParathroÔme ìti oi d�skoi tou �diou epipèdou den epikalÔptontai kai, gia
i = 0, ..., κ − 2, ìloi oi d�skoi pou par�gontai met� tou d�skou tou epipè-dou i epikalÔptontai me akrib¸ ènan apì tou dÔo d�skou tou epipèdou i.To gr�fhma tom  gia thn akolouj�a D e�nai to gr�fhma Gκ pou qrhsimo-93



poi jhke sthn apìdeixh tou Jewr mato 39 gia κ = ⌊min{n/2, 1 + log σ}⌋.ParathroÔme ìti, se k�je ep�pedo, kai oi dÔo d�skoi èqoun thn �dia akt�na, epi-kalÔptontai me to �dio sÔnolo d�skwn mikrìterwn epipèdwn, kai ìloi oi d�skoipou ja parousiastoÔn se epìmena ep�peda epilègontai isop�jana ¸ste na epi-kalÔptontai me akrib¸ ènan apì autoÔ. Epomènw, den ex�getai sthn ous�aparap�nw plhrofor�a apì thn anapar�stash twn d�skwn se k�je ep�pedo kaih apìdeixh oloklhr¸netai ìpw kai aut  tou Jewr mato 39 dhl¸nonta ìtikanèna algìrijmo de mpore� na èqei sugkritikì lìgo apìdosh kalÔteroapì κ+1
2 .4.3 EÔresh anex�rthtwn sunìlwn se graf matamonadia�wn d�skwnSthn enìthta aut , parousi�zoume nèa �nw kai k�tw fr�gmata gia to sug-kritikì lìgo apìdosh on-line pijanotik¸n algor�jmwn eÔresh anex�rthtwnsunìlwn gia graf mata monadia�wn d�skwn.Arqik� parousi�zoume ton algìrijmo Filter, èna on-line pijanotikì al-gìrijmo gia ton upologismì anex�rthtwn sunìlwn se graf mata monadia�-wn d�skwn. ApodeiknÔoume ìti o algìrijmo èqei sugkritikì lìgo apìdosh

8
√

3
π

≈ 4.41 apènanti se antip�lou qwr� mn mh.Sthn arq , o algìrijmo Filter epilègei ta α kai β omoiìmorfa kai tuqa�aapì ta diast mata [0, 4) kai [0, 2
√

3
), ant�stoiqa. 1'Otan èna kainoÔrio d�sko me kèntro to shme�o (x, y) emfan�zetai, oalgìrijmo k�nei ta akìlouja: An up�rqoun akèraioi κ, λ tètoioi ¸ste toshme�o (x + α, y + β) na apèqei ligìtero apì 1 apì to shme�o me suntetag-mène (4κ + 2(λ mod 2), 2λ

√
3), tìte o Filter ektele� ton algìrijmo First-Fit,diaforetik� agnoe� to d�sko.Je¸rhma 42. O algìrijmo Filter èqei sugkritikì lìgo apìdosh 8

√
3

π
apè-nanti se antip�lou qwr� mn mh.Apìdeixh. JewroÔme thn ektèlesh tou algor�jmou Filter se mia akolouj�a

D d�skwn monadia�a akt�na. 'Estw D′ (tuqa�a) upakolouj�a th D pou1Ax�zei na shmeiwje� ìti d�noume autìn ton orismì tou algor�jmou Filter gia na k�-noume aploÔsterh thn parous�as  tou. Gia na k�noume pio praktikì ton algìrijmo, mpo-roÔme na ton tropopoi soume ¸ste na epilègei to β omoiìmorfa kai tuqa�a sto di�sthma
[0, δ) gia k�je pragmatikì arijmì δ > 2

√
3 kai na qrhsimopoie� shme�a me suntetagmène

(4κ + 2(λ mod 2), λδ) ant� gia (4κ + 2(λ mod 2), 2λ
√

3). Tìte, qrhsimopoi¸nta thn �diaan�lush me aut  tou Jewr mato 42, mporoÔme na de�xoume ìti algìrijmo Filter èqeisugkritikì lìgo apìdosh 4δ
π

apènanti se antip�lou qwr� mn mh.94



apotele�tai apì d�skou pou den èqoun aporrifje� apì ton algìrijmo. Sum-bol�zoume me A(D) to mègisto anex�rthto sÔnolo th akolouj�a D kai me
B(D) to sÔnolo twn d�skwn pou g�nontai apodekto� apì ton algìrijmo.Arqik� apodeiknÔoume ìti h pijanìthta na mhn aporrifje� èna d�skoapì ton algìrijmo e�nai π

8
√

3
. JewroÔme ènan d�sko D me kèntro to shme�o

(x, y) kai to parallhlìgrammo pou or�zetai apì ta diag¸nia shme�a (x, y) kai
(x + 4, y + 2

√
3). Ep�sh, jewroÔme tou monadia�ou d�skou pou perièqounta shme�a pou apèqoun ligìtero apì 1 apì ta shme�a e suntetagmène (4κ +

2(λ mod 2), 2λ
√

3) gia akèraia κ kai λ, kai parathroÔme ìti to sunolikìembadìn th tom  twn d�skwn aut¸n me to parallhlìgrammo isoÔtai me toembadìn enì d�skou me akt�na 1 (blèpe Sq ma 4.5). AfoÔ to shme�o (x +
α, y +β) e�nai omoiìmorfa katanemhmèno sto parallhlìgrammo, h pijanìthtaèna d�sko D na mhn aporrifje� apì ton algìrijmo Filter isoÔtai me to lìgotou embadoÔ enì d�skou me akt�na 1 pro to embadìn tou parallhlogr�mmou,dhl., π

8
√

3
.

32
(x´,y´)

(x,y) 4Sq ma 4.5: To kèntro (x, y) enì d�skou kai to parallhlìgrammo sto opo�oto shme�o (x + α, y + β) e�nai omoiìmorfa katanemhmèno.JewroÔme to mègisto anex�rthto sÔnolo A(D) kai èstw A′(D) èna (tu-qa�o) uposÔnolo tou A(D) pou apotele�tai apì tou d�skou tou A(D) pouden èqoun aporrifje� apì ton algìrijmo Filter. Profan¸, to A′(D) e�-nai èna anex�rthto sÔnolo gia to sÔnolo d�skwn D′, ki epomènw, e�nai
|A(D′)| ≥ |A′(D)|. apì th grammikìthta th mèsh tim , pa�rnoume ìti
|A′(D)| = π

8
√

3
|A(D)| pou shma�nei ìti

E[|A(D′)|] ≥ π

8
√

3
|A(D)| (4.4)95



ParathroÔme t¸ra ìti k�je sunektik  sunist¸sa tou graf mato tom pou or�zetai apì tou d�skou tou sunìlou D′ e�nai kl�ka. Eidikìtera, jew-roÔme dÔo shme�a O1 me suntetagmène (4κ1 + 2(λ1 mod 2), 2λ1

√
3) kai O2me suntetagmène (4κ2 + 2(λ2 mod 2), 2λ2

√
3) tètoia ¸ste e�te κ1 6= κ2  

λ1 6= λ2 kai trei d�skou D1, D2, kai D3 me kèntra ta shme�a C1, C2, kai
C3 me suntetagmène (x1, y1), (x2, y2), kai (x3, y3), ant�stoiqa. Ep�sh, sum-bol�zoume me C ′

1, C ′
2, kai C ′

3 ta shme�a me suntetagmène (x1 + α, y1 + β),
(x2 + α, y2 + β), kai (x3 + α, y3 + β), ant�stoiqa. Upojètoume ìti ta sh-me�a C1 kai C3 apèqoun ligìtero apì 1 apì to shme�o O1, kai ìti to sh-me�o C2 apèqei ligìtero apì 1 apì to shme�o O2. Ja de�xoume ìti oi d�skoi
D1 kai D3 epikalÔptontai en¸ oi d�skoi D1 kai D2 den e�nai metaxÔ touepikaluptìmenoi. Profan¸, e�nai |C1C3| = |C ′

1C
′
3| kai apì thn trigwnik anisìthta, èqoume ìti |C1C3| ≤ |C ′

1O1| + |O1C
′
2| < 2. Epomènw, oi d�skoi

D1 kai D3 epikalÔptontai. EÔkola mporoÔme na diapist¸soume ìti an e�te
κ1 6= κ2 e�te λ1 6= λ2, e�nai |O1O2| ≥ 4. Apì thn trigwnik  anisìthta, èqoumeìti |O1C

′
1| + |C ′

1C
′
2| + |C ′

2O2| ≥ 4. Profan¸, |C ′
1C

′
2| = |C1C2| kai afoÔ

|O1C
′
1| < 1 kai |C ′

2O2| < 1, isqÔei ep�sh ìti |C1C2| > 2 pou shma�nei ìti oid�skoi D1 kai D2 den epikalÔptontai.AfoÔ k�je sunektik  sunist¸sa tou graf mato tom  D′ e�nai kl�ka, tomègisto anex�rthto sÔnolo sth geitoni� enì d�skou èqei mègejo to polÔ 1.'Ara, k�je d�sko pou g�netai apodektì apì ton algìrijmo Filter mpore� naempod�sei to polÔ ènan d�sko tou sunìlou A(D′). Epomènw, gia thn upako-louj�a D′ twn d�skwn pou den aporr�ptontai apì ton algìrijmo Filter, isqÔei
B(D′) ≥ |A(D′)| pou sunep�getai ìti E[B(D′)] ≥ E[|A(D′)|]. Qrhsimopoi¸n-ta th sqèsh (4.4), katal goume sto ìti o sugkritikì lìgo apìdosh toualgìrijmou Filter e�nai

|A(D)|
E[B(D′)]

≤ 8
√

3

π
.Prosarmìzonta ti kataskeuè th Enìthta 4.2.2 gia to k�tw fr�gmasthn per�ptwsh grafhm�twn monadia�wn d�skwn, katal goume sto akìloujoje¸rhma.Je¸rhma 43. Kanèna on-line (pijanotikì) algìrijmo gia ton upologismìanex�rthtwn sunìlwn se graf mata monadia�wn d�skwn den èqei sugkritikìlìgo apìdosh kalÔtero apì 3 apènanti se antip�lou qwr� mn mh an ded�netai h anapar�stash twn d�skwn. Akìma kai sthn per�ptwsh pou d�netai hanapar�stash, kanèna on-line (pijanotikì) algìrijmo den èqei sugkritikìlìgo apìdosh kalÔtero apì 2.5 apènanti se antip�lou qwr� mn mh.96



Apìdeixh. H apìdeixh gia to pr¸to mèro e�nai �dia me aut  tou Jewr mato39. Kataskeu�zoume ènan ant�palo pou par�gei to gr�fhma G5 kai apo-deiknÔoume ìti to gr�fhma G5 e�nai èna gr�fhma monadia�wn d�skwn. Miaanapar�stash tou graf mato G5 me monadia�ou d�skou parousi�zetai stoSq ma 4.6.

Sq ma 4.6: H kataskeu  twn akolouji¸n d�skwn pou par�gontai apì tonant�palo gia thn apìdeixh tou pr¸tou mèrou tou Jewr mato 43.H apìdeixh tou deÔterou mèrou e�nai ìmoia me thn apìdeixh tou Jewr -mato 41 kai eggu�tai ìti ìloi oi monadia�oi d�skoi k�je epipèdou ektì touteleuta�ou topojetoÔntai kat� tètoion trìpo (dhl., summetrik�) ¸ste kanènaalgìrijmo na mh mpore� na kerd�sei k�ti an gnwr�zei thn anapar�stash twnd�skwn. Sth sunèqeia, de�qnoume p¸ o ant�palo par�gei mia anapar�stashtwn d�skwn tou graf mato G4 me ti parap�nw idiìthte.Arqik�, o ant�palo par�gei dÔo monadia�ou d�skou sto ep�pedo 0 mekèntra ta shme�a me suntetagmène (−2, 0) kai (2, 0). Sth sunèqeia, r�qneièna nìmisma. An to apotèlesma e�nai:
• kor¸na, par�gei dÔo monadia�ou d�skou sto ep�pedo 1 me kèntra sh-me�a me suntetagmène (−3.3, 0) kai (−0.7, 0). Sth sunèqeia, r�qnei ènanìmisma. An to apotèlesma e�nai:

– kor¸na, par�gei dÔo monadia�ou d�skou sto ep�pedo 2 me kèntrashme�a me suntetagmène (−3, 1.7) kai (−3,−1.7). Sth sunèqeia,r�qnei èna nìmisma. An to apotèlesma e�nai:
∗ kor¸na, par�gei dÔo monadia�ou d�skou sto ep�pedo 3 mekèntra shme�a me suntetagmène (−3.7, 0.2) kai (−2.1, 1.5) kaiden emfan�zei �llou d�skou.97
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Sq ma 4.7: 'Ena par�deigma gia thn kataskeu  twn akolouji¸n d�skwn poupar�gontai apì ton ant�palo gia thn apìdeixh tou deÔterou mèrou tou Jew-r mato 43.
∗ gr�mmata, par�gei dÔo monadia�ou d�skou sto ep�pedo 3 mekèntra shme�a me suntetagmène (−3.7,−0.2) kai (−2.1,−1.5)kai den emfan�zei �llou d�skou.

– gr�mmata, par�gei dÔo monadia�ou d�skou sto ep�pedo 2 me kèn-tra shme�a me suntetagmène (−1, 1.7) kai (−1,−1.7). Sth sunè-qeia, r�qnei èna nìmisma. An to apotèlesma e�nai:
∗ kor¸na, par�gei dÔo monadia�ou d�skou sto ep�pedo 3 mekèntra shme�a me suntetagmène (−0.3, 0.2) kai (−1.9, 1.5) kaiden emfan�zei �llou d�skou.
∗ gr�mmata, par�gei dÔo monadia�ou d�skou sto ep�pedo 3 mekèntra shme�a me suntetagmène (−0.3,−0.2) kai (−1.9,−1.5)kai den emfan�zei �llou d�skou.

• gr�mmata, par�gei dÔo monadia�ou d�skou sto ep�pedo 1 me kèntrashme�a me suntetagmène (0.7, 0) kai (3.3, 0). Sth sunèqeia, r�qnei ènanìmisma. An to apotèlesma e�nai:
– kor¸na, par�gei dÔo monadia�ou d�skou sto ep�pedo 2 me kèn-tra shme�a me suntetagmène (1, 1.7) kai (1,−1.7). Sth sunèqeia,r�qnei èna nìmisma. An to apotèlesma e�nai:

∗ kor¸na, par�gei dÔo monadia�ou d�skou sto ep�pedo 3 mekèntra shme�a me suntetagmène (0.3, 0.2) kai (1.9, 1.5) kaiden emfan�zei �llou d�skou.98



∗ gr�mmata, par�gei dÔo monadia�ou d�skou sto ep�pedo 3 mekèntra shme�a me suntetagmène (0.3,−0.2) kai (1.9,−1.5) kaiden emfan�zei �llou d�skou.
– gr�mmata, par�gei dÔo monadia�ou d�skou sto ep�pedo 2 me kèn-tra shme�a me suntetagmène (3, 1.7) kai (3,−1.7). Sth sunèqeia,r�qnei èna nìmisma. An to apotèlesma e�nai:

∗ kor¸na, par�gei dÔo monadia�ou d�skou sto ep�pedo 3 mekèntra shme�a me suntetagmène (3.7, 0.2) kai (2.1, 1.5) kaiden emfan�zei �llou d�skou.
∗ gr�mmata, par�gei dÔo monadia�ou d�skou sto ep�pedo 3 mekèntra shme�a me suntetagmène (3.7,−0.2) kai (2.1,−1.5) kaiden emfan�zei �llou d�skou.EÔkola diapist¸noume ìti se k�je per�ptwsh (an�loga me to apotèlesmath r�yh twn nomism�twn) to sÔnolo twn d�skwn pou prokÔptei apotele�anapar�stash tou graf mato G4. 'Ena par�deigma fa�netai sto Sq ma 4.7.4.4 'Ena �nw fr�gma gia on-line qrwmatismìSe aut  thn enìthta parousi�zoume ènan on-line algìrijmo qrwmatismoÔgia graf mata d�skwn pou den apaite� thn anapar�stash twn d�skwn. O al-gìrijmo petuqa�nei sugkritikì lìgo apìdosh O(min{log n, log σ}) gia toqrwmatismì σ-fragmènwn akolouji¸n n d�skwn. Autì e�nai kai to kalÔterognwstì �nw fr�gma sthn per�ptwsh pou d�netai h anapar�stash twn d�skwn.O algìrijmo apotele� sunduasmì tou algor�jmou First-Fit kai tou algor�j-mou Layered pou parousi�zetai sth sunèqeia.O algìrijmo Layered taxinome� tou d�skou se ep�peda kai ektele� tonalgìrijmo First-Fit xeqwrist� gia k�je ep�pedo, qrhsimopoi¸nta diaforetikìsÔnolo qrwm�twn gia k�je ep�pedo. Ta ep�peda arijmoÔntai me tou akèraiou

1, 2, ... kai k�je d�sko topojete�tai sto mikrìtero dunatì ep�pedo me tonperiorismì ìti de mpore� na topojethje� se k�poio ep�pedo an epikalÔptetaime toul�qiston 16 amoiba�a mh epikaluptìmenou d�skou tou epipèdou autoÔ.L mma 44. Gia k�je σ-fragmènh akolouj�a d�skwn, o arijmì twn epipèdwnpou kataskeu�zontai apì ton algìrijmo Layered e�nai to polÔ 1 + log σ.Apìdeixh. JewroÔme thn ektèlesh tou algor�jmou gia mia σ-fragmènh ako-louj�a d�skwn. JewroÔme ènan d�sko Di tou epipèdou i > 1 kai èstw R hakt�na Di. MporoÔme na apode�xoume ìti up�rqei k�poio d�sko me akt�na to99



polÔ R/2 sto ep�pedo i − 1. Eidikìtera, èstw S èna sÔnolo 16 amoiba�a mhepikaluptìmenwn d�skwn tou epipèdou i − 1 pou epikalÔptontai me to d�sko
Di. Qrhsimopoi¸nta èna parapl sio epiqe�rhma me autì pou qrhsimopoi sa-me gia thn apìdeixh tou L mmato 34, mporoÔme na de�xoume ìti toul�qistonèna apì tou d�skou tou S èqei akt�na to polÔ R/2, diaforetik�, e�te oid�skoi tou sunìlou S den e�nai amoiba�a mh epikaluptìmenoi   toul�qistonèna apì autoÔ den epikalÔptetai me to d�sko Di.'Estw j > 1 to megalÔtero ep�pedo pou perièqei d�skou kai èstw Dj ènad�sko tou epipèdou j. Autì shma�nei ìti èna apì tou d�skou tou epipèdou
j − 1 (èstw o Dj−1) me ton opo�o epikalÔptetai o Dj èqei akt�na to polÔ
R/2. Qrhsimopoi¸nta to �dio epiqe�rhma, 'Eqoume ìti èna d�sko Dj−2 touepipèdou j − 2 pou epikalÔptetai me ton Dj−1 èqei akt�na to polÔ R/4, kai,telik�, èna d�sko D1 tou pr¸tou epipèdou èqei akt�na r to polÔ R/2j−1.Epomènw, σ ≥ R/r ≥ 2j−1 pou sunep�getai ìti o arijmì twn epipèdwn je�nai j ≤ 1 + log σ.Je¸rhma 45. O algìrijmo Layered èqei sugkritikì lìgo apìdosh O(log σ)ìtan ektele�tai gia σ-fragmène akolouj�e d�skwn.Apìdeixh. JewroÔme ìti o algìrijmo Layered ektele�tai se mia σ-fragmènhakolouj�a d�skwn. 'Estw j to ep�pedo sto opo�o èqei qrhsimopoihje� o mè-gisto arijmì qrwm�twn. 'Estw α to megalÔtero qr¸ma pou èqei qrhsimo-poihje� sto ep�pedo j kai èstw Dj o d�sko pou èqei qrwmatiste� me to qr¸ma
α. Tìte, o d�sko autì epikalÔptetai me toul�qiston α − 1 d�skou touepipèdou j pou emfan�sthkan prin apì autìn. apì ton orismì tou algor�jmou,o arijmì twn amoiba�a mh epikaluptìmenwn d�skwn tou epipèdou j pou epika-lÔptontai me ton d�sko Dj e�nai to polÔ 15. Autì sunep�getai ìti o bèltistoalgìrijmo ja qrhsimopoioÔse toul�qiston α/15 qr¸mata gia to qrwmatismìtwn d�skwn th akolouj�a en¸, apì to L mma 44, o algìrijmo Layered qrh-simopoie� to polÔ α(log σ + 1) qr¸mata, ki epomènw, èqei sugkritikì lìgoapìdosh o polÔ 15(log σ + 1).Sundu�zoume t¸ra tou algìrijmou First-Fit kai Layered qrhsimopoi¸n-ta mia teqnik  pou prot�jhke sti ergas�e [19, 20℄ gia na p�roume kalÔteroapotèlesma. QrhsimopoioÔme dÔo xeqwrist� sÔnola qrwm�twn gia tou al-gìrijmou First-Fit kai Layered. 'Otan emfan�zetai èna kainoÔrio d�sko
Di ekteloÔme ton algìrijmo First-Fit gia ton Di kai gia tou d�skou pouèqoun qrwmatiste� apì ton algìrijmo First-Fit. 'Omoia, ekteloÔme ton algì-rijmo Layered. Sth sunèqeia, sugkr�noume ta apotelèsmata aut¸n twn dÔoalgor�jmwn kai qrwmat�zoume to d�sko Di me ton algìrijmo pou èqei qrhsi-mopoi sei ta ligìtera qr¸mata mèqri autì to shme�o (sumperilambanomènou100



tou qr¸mato pou qrhsimopoi jhke gia to d�sko Di). O sunolikì arijmìtwn qrwm�twn pou qrhsimopoi jhkan e�nai to polÔ �so me to �jroisma twnqrwm�twn pou qrhsimopoi jhkan kai apì ti dÔo mejìdou. Se k�je qro-nik  stigm  th ektèlesh tou sunduasmoÔ twn algor�jmwn, o arijmì twnqrwm�twn pou qrhsimopoi jhkan apì ton algìrijmo First-Fit kai o arijmìtwn qrwm�twn pou qrhsimopoi jhkan apì ton algìrijmo Layered diafèrounto polÔ kat� èna. Upojètoume ìti n < σ. O arijmì twn qrwm�twn pouqrhsimopoi jhkan apì ton algìrijmo First-Fit e�nai to polÔ O(log n) forèmegalÔtero apì to bèltisto arijmì qrwm�twn. O arijmì twn qrwm�twn pouqrhsimopoi jhkan apì ton algìrijmo Layered e�nai to polÔ kat� èna mega-lÔtero apì autìn tou algor�jmou First-Fit. Epomènw, o sunolikì arijmìqrwm�twn e�nai to polÔ O(log n) forè megalÔtero apì to bèltisto. 'Enaparapl sio epiqe�rhma isqÔei kai gia thn per�ptwsh pou n ≥ σ. Katal goumesto akìloujo je¸rhma.Je¸rhma 46. Up�rqei algìrijmo gia on-line qrwmatismì enì σ-fragmènougraf mato d�skwn me n korufè pou epitugq�nei sugkritikì lìgo apìdosh
O(min{log n, log σ}) .
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Kef�laio 5Sumper�smata - Mellontik èreunaSthn paroÔsa diatrib  parousi�same teqnikè gia apodotik  ep�lush dÔojemeliwd¸n grafojewrhtik¸n problhm�twn: tou probl mato eÔresh ane-x�rthtwn sunìlwn kai tou probl mato qrwmatismoÔ grafhm�twn me stìqothn efarmog  twn teqnik¸n aut¸n gia thn apodotik  an�jesh suqnot twnkai ton apodotikì èlegqo apodoq  kl sewn se asÔrmata d�ktua.Melet same thn on–line ekdoq  kai twn dÔo problhm�twn me qr sh thmejìdou sugkritik  an�lush. Jewr same kuyelikè, ep�pede kai auja�-rete diktuakè topolog�e. Gia to prìblhma th an�jesh suqnot twn sekuyelik� d�ktua, belti¸same ton kalÔtero gnwstì sugkritikì lìgo apìdoshpou  tan toul�qisto 3 kai qrhsimopoi¸nta sugkritik  an�lush, apode�xameìti o sugkritikì lìgo apìdosh tou �plhstou algor�jmou e�nai toul�qisto
2.429 kai to polÔ 2.5.Gia to prìblhma elègqou apodoq  kl sewn se kuyelik� d�ktua, parou-si�same ton algìrijmo p-random, ènan pijanotikì algìrijmo pou qrhsimo-poie� tuqaiìthta an�logh me to mègejo tou diktÔou se asÔrmata d�ktua meapìstash epanaqrhsimopo�hsh 2 kai apode�xame ìti èqei kalÔtero sugkritikìlìgo apìdosh apì ton ant�stoiqo nteterministikì. Sugkekrimèna, apode�xameìti o algìrijmo p-random petuqa�nei sugkritikì lìgo apìdosh apènanti seantip�lou qwr� mn mh pou e�nai metaxÔ tou 2.469 kai tou 2.651. H an�lus ma mpore� na epektaje� kai se auja�reta d�ktua. Epiplèon, qrhsimopoi¸ntathn Arq  Minimax tou Yao (Yao’s Minimax Principle) apode�xame dÔo k�twfr�gmata, 1.857 kai 2.086 gia to sugkritikì lìgo apìdosh pijanotik¸n al-gor�jmwn elègqou apodoq  kl sewn, gia kuyelik� kai gia auja�reta ep�pedad�ktua, ant�stoiqa. 103



Belti¸same shmantik� autì ta parap�nw apotelèsmata parousi�zontamia seir� apl¸n pijanotik¸n algor�jmwn pou èqoun sugkritikoÔ lìgou apì-dosh mikrìterou apì 3, douleÔoun gia d�ktua pou uposthr�zoun auja�retapollè suqnìthte, kai qrhsimopoioÔn mìno stajerì arijmì tuqa�wn duadi-k¸n yhf�wn   mia sugkritik� asjen  phg  tuqaiìthta. To kalÔtero p�nwfr�gma gia to sugkritikì lìgo apìdosh pou apode�xame e�nai 7/3.Gia kuyelik� d�ktua me apìstash epanaqrhsimopo�hsh k > 2, parousi�-same aploÔ pijanotikoÔ on-line algor�jmou elègqou apodoq  kl sewn mesugkritikoÔ lìgou apìdosh pou belti¸noun shmantik� ta k�tw fr�gmatagia tou sugkritikoÔ lìgou apìdosh twn nteterministik¸n algor�jmwn kaiqrhsimopoioÔn mìno O(log k) tuqa�a duadik� yhf�a. Epiplèon, apode�xame nèak�tw fr�gmata me timè 25/12, 127/60, kai 2, 5 gia th sugkritik  apìdoshtwn on-line algor�jmwn apodoq  kl sewn se kuyelik� d�ktua me apìstashepanaqrhsimopo�hsh k = 2, 3, 4, k = 5 kai k ≥ 6, ant�stoiqa.Melet same ti on-line ekdoqè twn dÔo jemeliwd¸n grafojewrhtik¸nproblhm�twn, th eÔresh mègistou anex�rthtou sunìlou kai tou el�qistouqrwmatismoÔ grafhm�twn, gia thn per�ptwsh grafhm�twn d�skwn, dhlad grafhm�twn pou prokÔptoun apì ti tomè d�skwn sto ep�pedo. Se graf matad�skwn, ta probl mata eÔresh mègistou anex�rthtou sunìlou kai el�qistouqrwmatismoÔ e�nai shmantik� afoÔ mporoÔn na qrhsimopoihjoÔn sa montèlagia probl mata an�jesh pìrwn se asÔrmata d�ktua epikoinwni¸n[29℄. Giato prìblhma eÔresh anex�rthtwn sunìlwn, exet�same to an h qr sh tuqaiì-thta bohj� sthn belt�wsh tou sugkritikoÔ lìgou apìdosh on-line algo-r�jmwn. Apode�xame ìti, genik�, h qr sh tuqaiìthta de bohj�ei apènantise antip�lou qwr� mn mh akìma kai sthn per�ptwsh pou d�netai h anapa-r�stash twn d�skwn, dhl., kataskeu�same akolouj�e d�skwn gia ti opo�ekanèna (akìma kai pijanotikì) on-line algìrijmo de mpore� na èqei sug-kritikì lìgo apìdosh kalÔtero apì Ω(n). Gia thn per�ptwsh pou de d�netaih anapar�stash twn d�skwn, apode�xame èna k�tw fr�gma Ω(min{n, σ2}) giato sugkritikì lìgo apìdosh on-line algor�jmwn gia σ-fragmèna graf matad�skwn me n korufè pou shma�nei ìti o algìrijmo First-Fit e�nai bèltisto wpro èna mikrì stajerì par�gonta. Gia thn per�ptwsh σ-fragmènwn grafh-m�twn d�skwn ìtan d�netai h anapar�stash twn d�skwn, parousi�same pija-notikoÔ algìrijmou me sugkritikì lìgo apìdosh sqedìn logarijmikì wpro σ kai apode�xame ìti oi algìrijmoi auto� e�nai bèltistoi. Gia graf matamonadia�wn d�skwn, parousi�same ènan pijanotikì algìrijmo me sugkritikìlìgo apìdosh 4.41 (pou e�nai mikrìtero apì to k�tw fr�gma me tim  5gia to sugkritikì lìgo apìdosh nteterministik¸n algor�jmwn). Apode�xameep�sh k�tw fr�gmata me timè 2.5 kai 3 gia to sugkritikì lìgo apìdoshpijanotik¸n algor�jmwn gia graf mata monadia�wn d�skwn. Gia to prìblh-104



ma qrwmatismoÔ, de�xame p¸ mpore� na epiteuqje� to kalÔtero gnwstì �nwfr�gma O(min{log n, log σ}) gia σ-fragmène akolouj�e n d�skwn akìma kian de d�netai h anapar�stash twn d�skwn.H doulei� ma apokalÔptei k�poia endiafèronta anoiqt� probl mata, tì-so gia to prìblhma katanom  suqnot twn ìso kai gia to prìblhma elègqouapodoq  kl sewn.Gia to prìblhma katanom  suqnot twn, to pio endiafèron anoiqtì er¸th-ma e�nai an up�rqei nteterministikì algìrijmo me sugkritikì lìgo apìdosh
2. Epiplèon, h qr sh tuqaiìthta mpore� na odhg sei se beltiwmèna apo-telèsmata. SÔmfwna me ìsa gnwr�zoume, pijanotiko� algìrijmoi katanom suqnot twn den èqoun melethje� sta pla�sia twn kuyelik¸n diktÔwn, oÔtesthn statik  oÔte sthn on-line per�ptwsh. Gia thn per�ptwsh aut , to mìnok�tw fr�gma to opo�o gnwr�zoume e�nai to 4/3 (pou uponoe�tai sthn ergas�atwn Bartal kai �llwn [8℄).Gia to prìblhma elègqou apodoq  kl sewn, to basikì anoiqtì prìblhmae�nai na kle�sei to q�sma an�mesa sto �nw kai to k�tw fr�gma gia to sugkri-tikì lìgo apìdosh twn sqetik¸n algor�jmwn. H pio endiafèrousa ekdoq tou probl mato afor� pijanotikoÔ on-line algor�jmou se asÔrmata kuye-lik� d�ktua me mikr  apìstash epanaqrhsimopo�hsh. Parousi�same, ep�sh,algìrijmou basismènou sto par�deigma ��taxinìmhsh kai tuqa�a epilog �� qrhsimopoi¸nta nèou qrwmatismoÔ tou gr�fou parembol¸n. Auto� oialgìrijmoi qrhsimopoioÔn mikrì arijmì tuqa�wn duadik¸n yhf�wn, kai èqounmikroÔ sugkritikoÔ lìgou apìdosh apènanti se antip�lou qwr� mn mhakìma kai sthn per�ptwsh auja�reta poll¸n suqnot twn. H prosèggis  maodhge�, sa fusik  sunèpeia, sth diatÔpwsh tou akìloujou probl mato qrw-matismoÔ. SÔmfwna me ìsa gnwr�zoume, to prìblhma autì den èqei melethje�sto pareljìn.Qrwmatismìs Grafhm�twn mèsw Xènwn metaxÔ tous Klik¸nStigmiìtupo: 'Ena gr�fhma G = (V, E) kai èna jetikì akè-raio K.Er¸thsh: Up�rqei an�jesh me to polÔ K qr¸mata sti korufètou G tètoia ¸ste k�je sunektik  sunist¸sa tou upograf matotou G pou sqhmat�zetai apì korufè sti opo�e èqei anateje� to�dio qr¸ma na e�nai kl�ka;Apodotikè lÔsei gia to prìblhma autì (�nw fr�gmata gia ton arijmì twnqrwm�twn kai apotelèsmata proseggisimìthta gia th beltistopoihmènh ek-doq  tou), akìma kai gia idia�tere kl�sei grafhm�twn, ja mporoÔsan nad¸soun aploÔ kai apodotikoÔ w pro to sugkritikì lìgo apìdosh on-
line algor�jmou me b�sh ton algìrijmo ��taxinìmhsh kai tuqa�a epilog  ��105



se genikìtere diktuakè topolog�e apì autè pou jewr same sthn paroÔsadiatrib .Ta apotelèsmata gia to prìblhma eÔresh anex�rthtou sunìlou isqÔounep�sh kai gia genikìtera probl mata ìpou d�nontai w ≥ 1 qr¸mata kai sko-pì e�nai o qrwmatismì (apodoq ) tou mègistou arijmoÔ d�skwn pou mporoÔnna qrwmatistoÔn me to polÔ w qr¸mata (profan¸, gia w = 1, èqoume toprìblhma eÔresh anex�rthtou sunìlou). Oi algìrijmoi Classify, Guess, kai
Filter mporoÔn eÔkola na tropopoihjoÔn gia na lÔnoun to prìblhma me ta �diafr�gmata gia to sugkritikì lìgo apìdosh pou apode�xame gia to prìblhmaeÔresh anex�rthtou sunìlou. Oi teqnikè ma mporoÔn na qrhsimopoihjoÔnkai �lle kathgor�e grafhm�twn tom , p.q., graf mata tom  tetrag¸nwn.To pio endiafèron anoiqtì prìblhma pou sqet�zetai me to prìblhma eÔreshanex�rthtwn sunìlwn e�nai �sw h ex�leiyh th diafor� metaxÔ tou �nw kaik�tw fr�gmato gia to sugkritikì lìgo apìdosh (pijanotik¸n) on-line al-gor�jmwn se graf mata monadia�wn d�skwn. Gia tètoia graf mata, ja  tanpolÔ endiafèrousa h eÔresh algor�jmou me sugkritikì lìgo apìdosh mikrì-tero apì 5 pou na mhn apaite� gn¸sh th anapar�stash twn d�skwn. Gia toprìblhma qrwmatismoÔ, up�rqei akìma meg�lh apìklish (w pro to σ) an�-mesa sto sugkritikì lìgo apìdosh tou algor�jmou Layered (  algor�jmwnme ton �dio sugkritikì lìgo apìdosh pou qrhsimopoioÔn thn anapar�stashtwn d�skwn) kai sta gnwst� k�tw fr�gmata.
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Algorithmica, 20(3), pp. 277-293, 1998.[28℄ A. Gyárfás and J. Lehel. On-line and first fit colorings of graphs. Journal
of Graph Theory, 12(2), pp. 217-227, 1988.[29℄ W.K. Hale. Frequency Assignment: Theory and Applications. In
Proceedings of the IEEE, 68(12), pp. 1497–1514, 1980.109
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